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An unsere Mitarbeiter! 


Die Korrekturkosten sind bei den ,,Mathematischen Annalen“ sehr hoch. Sie betragen 
nach einer Kalkulation 6% des Gestehungspreises eines Bandes. Fiir ihre Verminderung 
muB8 unbedingt Sorge getragen werden. Wir richten deshalb an alle unsere Mitarbeiter 
die freundliche dringende Bitte, zu diesem Ziele an ihrem Teile mit beitragen zu wollen. 
Dazu ist nétig: 

1. Das Manuskript muB8 véllig druckfertig und gut leserlich sein (Schreibmaschine 
oder klare Handschrift, Formeln im allgemeinen handschriftlich). Vorkommende gotische 
oder griechische Buchstaben sowie einander ahnelnde Zeichen sind besonders zu kenn- 
zeichnen, z. B. durch farbige Unterstreichung. Etwaige Abbildungen sind als Skizzen 
auf besonderen Blattern zu bringen. Die Abbildungs-Unterschriften gehéren dagegen 
zum Text und sind dem Manuskript beizugeben. 


2. Verinderungen des Textes in der Korrektur sind auf die Fille zu beschrinken, 
wo sich nachtraglich wirkliche Irrtiimer herausstellen. Sollte ein Irrtum bemerkt werden, 
bevor noch Korrektur eingetroffen ist, dann ist ein verbesserter Text sofort an die Redaktion 
zu schicken, die dafiir Sorge tragen wird, daB das Manuskript noch vor dem Satz be- 
richtigt wird. 

Insbesondere sind rein stilistische Verbesserungen zu unterlassen. Gréfere Ande- 
rungen und Zusitze, die sich nicht auf die Berichtigung von Irrtiimern becchranken, 
bediirfen der Zustimmung der Redaktion und sollen, auch um der geschichtlichen Ge- 
nauigkeit willen, in einer FuBnote als nachtraglich gekennzeichnet und datiert werden. 

Als Norm soll gelten, daB der Verfasser von jeder Arbeit eine Fahnenkorrektur und 
eine Korrektur in Bogen liest. Wir bitten unsere Verfasser, sich hiermit begniigen zu wollen. 
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erscheinen zwanglos in Heften, die zu Banden vereinigt werden. Sie sind durch jede 
Buchhandlung zu beziehen. Der Preis des Bandes betrigt DM 96.—. 

Es wird ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, daB mit der Annahme des Manu- 
skriptes und seiner Veréffentlichung durch den Verlag das ausschlieBende Verlagsrecht 
fiir alle Sprachen und Lander an den Verlag iibergeht, und zwar bis zum 31. Dezember 
desjenigen Kalenderjahres, das auf das Jahr des Erscheinens folgt. Hieraus ergibt sich, 
da8 grundsitzlich nur Arbeiten angenommen werden kénnen, die vorher weder im Inland 
noch im Ausland veréffentlicht worden sind und die auch nachtraglich nicht anderweitig 
innerhalb dieses Zeitraumes zu veréffentlichen der Autor sich verpflichtet. 

Die Mitardeiter erhalten von ihren Arbeiten 75 Sonderdrucke unentgeltlich. 

Fiir die Mathematischen Annalen bestimmte Manuskripte kénnen bei jedem der 
unten verzeichneten Redaktionsmitglieder eingereicht werden: 

Professor H. Behnke, Miinster/Westf., HiifferstraBe 60, 

Professor R. Courant, New York University, Institute for Mathematics and 
Mechanics, 45 Fourth Avenue, New York 3, N. Y., USA., 

Professor H. Hopf, Zollikon bei Ziirich, Alte LandstraBe 37. 

Professor K. Reidemeister, Marburg/Lahn, Behringweg 7, 
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Halbbeschrankte gewdhnliche Differentialoperatoren 
zweiter Ordnung. 
Von 
Franz Retiicn in Gottingen. 


Wir betrachten das singulire Eigenwertproblem 
(1) —(p(x)u’)! +q(xr)u=Ak(z)u l<au<m 


unter denselben allgemeinen Voraussetzungen iiber die Koeffizienten, wie sie 
Weyt') seiner Theorie zugrundegelegt hat; insbesondere ist 1 = — o bzw. 
m + co zugelassen (vgl. Formelzeile (2)). Die Gesamtheit aller komplex- 


m 

wertigen u (x), fiir die im Sinne von Lebesgue [ |u (x)|? k (x)da< co aus- 
l 

falit, nennen wir den Hilbertschen Raum § mit dem inneren Produkt (v, u) = 


m 
[ v(x) u(x) k(x)d x. Dann wird das Eigenwertproblem formal zueinem solchen 
i 


1 , -— ‘ 
des Operators A u = — (pu’)’ +qu}, nimlich Au = Au. Der Operator A 


kann nur auf einem Teilraum & von § erklairt werden, weil fiir die u, auf die A 
wirkt, Differenzierbarkeitseigenschaften und auBerdem (wenn bei x =/ oder 
x =m der Grenzkreisfall vorliegt) Randbedingungen erfiillt sein miissen. Im 
allgemeinen gibt es entsprechend den gestellten Randbedingungen unendlich 
viele wesentlich verschiedene Teilraume % und daher auch verschiedene 
Operatoren A in Y%. Ein solcher Operator A in & heiBt halbbeschrankt, wenn 
der Quotient (u, Au) : (u, u) fiir alle wu + 0 aus & oberhalb einer festen Zahl a 
bleibt; eine aquivalente Formulierung wire: wenn das Spektrum von A ober- 
halb a bleibt. Zum Beispiel ist beim Eigenwertproblem — u’’ = Au,0Os2<1 
der Operator Au =u” im Bereich & aller in OS 2=1 zweimal stetig 
differenzierbaren Funktionen mit den Randbedingungen u (0) = 0, u (1) =0 


1 1 
halbbeschrankt, weil (u, A w/w u) =f ju’|?d x/ f \u|?da > 0 (sogar = 2*) 

0 ; @ 
ist. Auch die Operatoren zu anderen Randbedingungen a, u (0) + b,u’ (0) = 0, 
a,u (1) + b,u’ (1) =0 sind alle halbbeschrinkt und dasselbe gilt allgemein 
fiir jedes regulire Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem. Es sind aber auch 
viele singulare Differentialoperatoren halbbeschrinkt, die in der Quanten- 
physik eine Rolle spielen: das ist verstindlich, weil sie Energieoperatoren 
sind und ihr Spektrum nicht nach — o reichen sollte. 

Fiir solche halbbeschrankten Operatoren A hat K. FRIEDRICHS*) unter 
gewissen zusatzlichen Voraussetzungen iiber die Koeffizienten der Differential- 
gleichung gezeigt, daB man unter den unendlich vielen méglichen Randbe- 
* Randbedingung auffassen kann. 





dingungen eine als eine ,,ausgezeichnete‘ 


1) Uber gewohnliche Differentialgleichungen mit Singularitéten und die zugehérigen 
Entwi klunge n willkiirlicher Funktionen. Math. Ann. 68, 220 (1910). AuBerdem 
Géttinger Nachrichten 1909, 8.37 und 1910, 5S. 442 

2) Uber die ausgezeichnete Randbedingung in der Spektraltheorie der halbbesch: ank- 
ten gewodhnlichen Differentialoperatoren zweiter Ordnung. Math. Ann. 112, 1 (1936). 
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Hier wird die Friedrichsche Charakterisierung ohne jede zusitzliche Vor- 
aussetzung tiber die Koeffizienten p, g, k gewonnen werden. AuBerdem werden 
zwei neue Charakterisierungen der ,,ausgezeichneten** Randbedinguny her- 
geleitet. Die eine (§3) erfordert nicht einmal die Halbbeschranktheit des 
Operators, sondern nur die Halbbeschranktheit an dem Ende, an welchem 
die ausgezeichnete Randbedingung formuliert wird. Die andere (§ 6) 
besagt: unter den verschiedenen Randbedingungen gibt es eine, bei 
welcher der Operator A gréBer wird als bei jeder anderen. Dabei muB natiir- 
lich die Beziehung A = B fiir nicht beschriinkte Operatoren erst definiert 
werden, was in § 6 in ausfiihrlicher Analyse geschieht. Der Vorteil dieser 
Charakterisierung scheint mir zu sein, daB sie unmittelbar Aussagen iiber das 
Spektrum von der Art erlaubt, wie sie von R. Courant’) im nicht singu- 
liren Fall bewiesen worden sind. 

Bei den singuliren Eigenwertproblemen der mathematischen Physik wird 
fast immer die ,,ausgezeichnete** Randbedingung stillschweigend zugrunde 
gelegt: z. B. bei der Schrédingergleichung des Keplerproblems im S-Zustand 

° 97 
a”? 4 - u’ + = “u+t+dAu 0. O<r< w(p mr, ¢ —2Zr, k r?) 
in der Form .,u (r) stetig auch bei r = 0°‘, obwohl bei r = 0 unendlich viele 
andere Randhedingungen méglich wiren*). Unsere Charakterisierung besagt, 
da® der Hamiltonoperator, also der Energieoperator der Schrédingergleichung 
bei der ,,ausgezeichneten’* Randbedingung maximal ausfiallt; das Stellen einer 
anderen Randbedingung hat also dieselbe Wirkung wie das Hinzufiigen einer 
anziehenden Kraft. Sind /, die negativen Eigenwerte der ausgezeichneten 
Z2 


Randbedingung [also /,, — und u, die einer anderen Randbedingung 
bei r = 0, dann gilt A, => yw, fiir alle n = 1, 2,... (§ 6, Satz 6). 


Ein Beispiel im § 7 zeigt, daB bei halbbeschrianktem Operator das Integral 
ry sia 2 " ; i i i 
[ (p u’' 2+ q\u*)d ax sehr wohl divergieren kann (gemeint als uneigentliches 
I 
b 


Integral, also als Grenzwert von /{ (p|u’|? + q u\?d a fir b + m und a > l) 


a 
fiir geeignetes u (x) und beliebiger Randbedingung, insbesondere also auch 
bei der ausgezeichneten Randbedingung. Fiir die ausgezeichnete Randbe- 
m 
dingung laBt sich aber / (p'u’'* + q)\u)*)d az sinnvoll als Grenzwert von 
i 


m 


{ (p\u,'* +q/\u,\*)dax fiir n + co erkliren, wobei die Folge u, (x) in der Um- 
l 


gebung von z =/ und x = m identisch verschwindet. 


§ 1. Die Randbedingungen in der Weylschen Theorie. 


Zunichst werden bekannte Sitze iiber Randbedingungen ohne Beweis zu- 
sammengestellt. 


Die Koeffizienten unserer Gleichung (1) sind in der ganzen Arbeit den 
folgenden Einschrainkungen unterworfen: 
3) Vgl. R. Courant u. D. Hitpert: Methoden der mathem. Physik, Bd.1, 2. Aufl., 
u.a. Satz 5 auf 8S. 356. , 

4) Vgl. den §4 meiner Arbeit ,,Die zulassigen Randbedingungen ...‘‘. Math. Z. 49, 
702 (1944). 
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p (x), p’ (x) reell und stetig; g(x), k (x) reell und stiickweise stetig5); 

(2) p(x)>90, k(x) >0; alles im offenen Intervall 1 < x < _m, wobei 
1 = — co oder m + co oder beides zugelassen wird. 

Wir bezeichnen mit % die Gesamtheit aller u (x) mit den Eigenschaften: 


1. u(x), u’ (x) komplexwertig und stetig, u’’ (x) stiickweise stetig in 
(3) l<u<m. 
m 


m : 
5 & ju\*kd x « 0, | | 
l I 


l ne 

ah (pu’)’ 4 quitda < o. 

Dann ist W ein Teilraum des eingangs erklirten Hilbertschen Raumes § und 
der Operator 


(4) Au ; (— (pu’)’ + qu) 


ist in W erklirt. Wenn an einem Intervallende, etwa bei x = /, der Grenz- 

punktfall vorliegt (fiir jedes reelle oder komplexe A gibt es eine Lésung von (1), 
r 

fiir die / |\u\*kdz © gilt mit jedem r aus 1 < r < m), dann ist bei x = 1 
l 

keine YW einschrinkende Randbedingung zu stellen. Wenn aber an einem 

Ende der Grenzkreisfall vorliegt (fiir jedes reelle oder komplexe A haben alle 


r 
Lésungen die Eigenschaft / | w |? kdax< om), dann muB W durch eine Rand- 
7 


bedingung an diesem Ende eingeschrankt werden. Zu ihrer Formulierung 
benutzen wir Ausdriicke der Form 


[v, w], p (x) ( vw (x) u (x) — B(x) wu’ (x)) und [v, uw], lim [v, u], 
rl 

und [v, u],,= lim [v, x],. 
rm 


Es existiert [v, uv], fiir alle uw, v aus Y aber sogar fiir alle u, v aus W,, wenn BW, 
so erklart ist, daB in den Forderungen (3) iiberall m ersetzt wird durch ein r 
mit 1<r<m; erklirt man entsprechend %,, so, daB in (3) tiberall / ersetzt 
wird durch ein r mit 1 < r < m, dann ist [v,u],, vorhanden fiir alle uv, v aus¥,,,. 

Nun sei bei x =/ der Grenzkreisfall gegeben. Man wihle irgend eine 
nicht identisch verschwindende Lésung « (2) der Gleichung 


(5) — (p2’)’ +qz ikz 


mit [a, «], = 0: dieses « liegt vielleicht nicht in @, aber sicher in @,. Dann 
ist Y% durch die Randbedingung einzuschrinken 


(6) [a, w], = 0. 


Wenn bei x = m der Grenzpunktfall vorliegt, ist (6) die einzige Einschrankung 
und man erhalt durch verschiedene Wahl von « unendlich viele wesentlich 
verschiedene Teilriume & von YW bzw. Operatoren A in Y. 

Liegt bei 2 =m der Grenzkreisfall vor, dann wihle man eine Lésung £ (2) 
von (5), fiir die p («’ 8 —« fp’) =1 und [f, £],, = ist, und stelle die Rand- 
bedingung 


(7) [Bs UJn = 0. 





5) Eine Funktion f (x) heiBt in 1< x < m stiickweise stetig, wenn sie in jedem ab- 
geschlossenen Teilintervall bis auf endlich viele Sprungstellen stetig ist. 
23* 
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Liegt gleichzeitig bei x = / der Grenzpunktfall vor, dann ist auBer (7) keine 
Randbedingung zu fordern; liegt bei x =/ der Grenzkreisfall vor, dann ist 
neben (7) noch (6) zu verlangen. 

In allen Fallen bezeichnen wir mit & die durch die genannten Randbe- 
dingungen eingeschrankten Teilriume von %. Jedes u (x) aus Y% erlaubt die 
Darstellung 


(8) u (x) = B( (2) j a (&)7 (E) k(E) dE + a (2) LB (EX (EVR (EAE 


mit einem in | < x < m stiickweise stetigen j (x) aus §. Dabei sind « (x) und 
B (x) Lésungen von (5). die zu ®, bzw. zu &,, gehéren, fiir die [«, «], = 0, 
[B, Bln =9 und p(a’ B—«f’)=1 ist. Es ist (A —i)u=j und es 

m m 
gilt { \u*kd2</f \j\*kd-z. A ist ein reeller Operator, d.h. mit wu (z) liegt 

i i 
auch @ (x) in M und es ist Aa = Aw. Dieses sind in einer etwas abgewan- 
delten Formulierung die Resultate von WEYL und Srone, vgl. insb. Kapitel X 
des Buches von STONE®). 

Die Operatoren A in & sind natiirlich Hermitesch, und sie kénnen durch 
AbschlieBen fortgesetzt werden zu Operatoren A in Y, wobei A durch (8) 
erklart wird, aber jetzt j (x) in 1 << x <_m nicht mehr stiickweise stetig, son- 

m 


dern Lebesgue meBbar mit /{ |j/*kd x < oo ist. Man nennt A in & selbst- 


i 
adjungiert und A in & wesentlich selbstadjungiert (§ 6, Definition 2). Es ist 
bekanntlich ein reeller Operator A in einem Teilraum & dann und nur dann 
wesentlich selbstadjungiert, wenn der Teilraum & durch den Operator A — i 
umkehrbar eindeutig auf einen dichten Teilraum G von § abgebildet wird. 

Es liegt nahe, die Schwierigkeiten an den singularen Endpunkten dadurch 
zu umgehen, daB man an Stelle des Funktionenraumes & denjenigen Teilraum 
von & betrachtet, bei dem alle u (x) in der Umgebung von : l bzw. x =m 
identisch verschwinden. Ist das erlaubt? Offenbar dann, wenn der Opera- 
tor A auch noch in diesem Teilraum wesentlich selbstadjungiert ist. 

Wir setzen nun an Stelle von & den Raum Y,, (bzw. A,), bestehend aus 
allen u(x) von &, die in der Umgebung von zx = m (bzw. x = l) identisch 
verschwinden’); % sei die Gesamtheit aller u (x) aus %, die in der Um- 
gebung beider Enden identisch verschwinden. 

Satz l. Es ist A in Wn bzw. in B dann und nur dann wesentlich selbst- 
adjungiert, wenn bei x = m, bzw. wenn bei x = 1 und bei x = m der Grenzpunkt- 
fall vorliegt. 

Beweis. I. Wenn u (x) =0 in s< 2<~™m, dann ist das nach (8) zu u 


gehdrige j (x) auch identisch gleich Null in s < x < m, weil 7 = ={- (pu')’ + 
-+quj}—iu. Aus u(z)= B(x) fal(E\j(Ek(E/ AE fr s< x<m folgt 
1 
z m 
weiter { « (&)7 (&)k(E)\dé =0 fiir s< x<m, also auch f[ a(x)j (x) k(x)dx=0. 
i 1 


m 
Umgekehrt sei S die Gesamtheit aller stiickweise stetigen j (c) mit { |j *kd x<0o 








%) M. H. Sroneg, Linear transformations in Hilbert space. New York 1932. 
7) Diese Umgebung ist keine feste Umgebung, sondern hangt von u(x) ab. 
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m 
die in der Umgebung von z = m identisch verschwinden und fiir die [ ajkd «=0 
i 
ist. Dann liegt jedes u (x) der Form (8) in Y,,, wenn j (x) aus S gewahlt wird. 
Es ist A in &,, wesentlich selbstadjungiert dann und nur dann, wenn © in © 
dicht liegt. Das ist nach dem unten angefiihrten Hilfssatz 1 der Fall, wenn 


m 


{ \a|?kd x = oo ist (Grenzpunktfall bei x = m) und es ist nicht der Fall, 
i 


m 
wenn [ |\a|?kd x < co ist (offenbar Grenzkreisfall bei x = m). 
i 
II. Sei S der Raum aller stiickweise stetigen Funktionen j (x), die in der 


Umgebung sowohl von x =/ als auch von x = m identisch verschwinden 
m 


m 
und fiir die auBerdem { ajkdx=0, { Bj kd x=0 ist. Wieder bilden die 
l l 
u (x), welche nach (8) zu diesen 7 (x) aus S gehéren, den Raum Ww. Nach 
m 
dem Hilfssatz 1 liegt S dicht in § dann und nur dann, wenn [{ |« *kd ax = 
i 


m 


und | p?kdex © ist, also wenn bei x =/ und bei z = m der Grenz- 
punktfall gegeben ist. Damit ist Satz 1 vollstaindig bewiesen. 
Hilfssatz 1. Die Funktionen a, (x), a, (x),..., %, (x) seien inl<a<m 
b 
mefbar und fiir jedes endliche Teilintervall ax x<b sei | | |? kdz<o, 
a 


i=1,2,...,h; k(x) positiv und stiickweise stetiginl<2x<m. Inl<x<m 


seien die a; (x) linear unabhangig. Wir bezeichnen mit § den Hilbertschen Raum 
m 


m 
aller u(x) mit [ \u\®?kdx< co und dem inneren Produkt (v,u) = [tukdax 
i i 
und mit S den Teilraum, der alle v (x) aus § umfaft, die in der Umgebung von 


m 
x =lund x =m identisch verschwinden und fiir die [ avkdx=0,i=1,2,...,h 
i 


ist. Behauptung: S liegt dicht in § dann und nur dann, wenn fiir jede von 
C, = Cy =-+++=c, =0 verschiedene Wahl der Konstanten ¢,,¢,...,C, gilt 


m 
| Cy tog te t+--- +eo,a,*kdx = oo. 
i 
Beweis. I. Die Bedingung ist notwendig. Ware namlich mit geeigneten c;. 
m 
die nicht alle verschwinden, { ¢, %, + Cy % +°++ + a,|\*kd x < 0, so lige 
l 


f (x) = c, a (2) + €y ay (x) +--- +e, 0, (x) in & und es ware f(z) +0 in 
l<a2<~m, weil die «; in |< x <m linear unabhangig vorausgesetzt sind. 
m 
AuBerdem aber wire { fvkd x =0 fiir alle v aus ©, also S nicht dicht in §. 
l 
II. Die Bedingung ist hinreichend. Das beweisen wir indirekt. Ware sie 


m 
es nicht, dann gabe es ein f (x) +0 aus §. so daB f fukdz =O fir alle v 
U 


b 
aus © Wir werden im Widerspruch dazu { f kd x =0 nachweisen fiir jedes 
a 


Intervallaxs2<bausl<x<m 
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z; %; (2) in A mit noch 


h 
a 


i=1 
zu bestimmenden Konstanten z;, wobei A die Vereinigung zweier endlicher 


Wir wahlen v(x) = 1 ina<2<b und v(z) 


t 
Intervalle 4,, 4, aus | < x < m sein soll, die zueinander und zu a< 2<b 
punktfremd sein sollen; v (x) 0 sonst. Damit v(x) zu © gehért, miiBten 


o 
die z; so bestimmt werden, daB f{ akdx+ SY 2; [ Gapkd x =O0 oder 
a 1 


} 
b 


A , 
pi + 3 Gj; 2; =O mit den Abkiirzungen p; = / «kd x und a;; [ a a;kd x. 


j=1 a 4 
Diese Gleichungen sind eindeutig auflésbar, wenn der kleinste Eigenwert 
der Hermiteschen Matrix a;; positiv ausfallt, und es ist dann 
ss. fs 
2 *y 2 j2 2. "Fs . ‘ 2)2 4 
s 2 | pi|®. Also | jv/*kdax )" Z2z;a — » pp <(X | p;|*)? x 
1 





Thee ® 


yi) t ji o~ 
i : 4 1,7 1 i i 
d 1 Z | Fil? 
~( ¥'|plt}* = + 
sed ' , ; % 


Das Intervall A wird so bestimmt. Es seien 7, und s, monotone Folgen 


mit l<r,<a<b<s, <m und lim r, =, lim s, m. Unter A 1 (n) 
n >x n > x 
werde die Vereinigung der beiden Intervalle r, < x <a und b< x <8, ver- 
h 2 
standen. Setzt man F,, (¢,, ¢g,..., ¢,) = {| | 3) ¢; «| kd x, dann wird das eben 
i(n)it=1 
definierte x = x (n) = min F,, (¢,, Cg, . . ., cy) fiir |c,|? + \¢g|2 +--+ + le)? = 1. 
Aus der Voraussetzung lim F,, (¢,, ¢y, . « -, €,) © fiir |c,|? +-|c,? 
n— CO 
|c,|* 1 undder Monotonie F,, (¢,, Cy, .--. Cy) = Fn (Cy, Cg ~~ +> Cy) fir 

’ ‘ ; 
n n folgt nach dem Hetne-Boretschen Uberdeckungssatz leicht, dab 
lim x (n) © ist. 
n—> 90 

. 





</[|fPtkdzx x 


a 4 (mn) 


b b 
Aus {fkdx+/{fvkdx =O folgt nun | [fkdz 
a 1(n) ' 


> 


m h b 2 
P ‘ ‘ 1 : ; 
x fjoPkdx<f|fPtkdx-—— )'| fa;kdz und daraus durch n + « 
I 


1 (n) % (n) i lia 


b 

das gewiinschte {fkdz—0O. Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen; sein Be- 
a 

weis stammt zum Teil von Herrn J. NITscHE. 


§ 2. Halbbeschrinktheit an einem Ende und Nullstellenfreiheit. 


Schliisse und Sitze dieses Paragraphen sind elementar und beruhen auf 
der vielverwendeten Heranziehung nullstellenfreier Lésungen der Eigenwert- 
gleichung. 

Wenn der Operator A (der Gestalt (4)) in irgendeinem der in der Ein- 
leitung genannten Teilraume & halbbeschrinkt ist, dann muB er es auch in 
dem Teilraum % sein, der alle u(x) aus W (vgl. Formelzeile (3)) umfaBt, 
die in der Umgebung von x =/ und x = ™m identisch verschwinden. Da 
auch das umgekehrte richtig ist (§ 4, Satz 4), sind wir berechtigt, mit Fried- 
richs zu definieren: ,,A ist halbbeschrankt“*, wenn A in & halbbeschrankt ist. 
Wenn A nicht halbbeschrinkt ist, dann kann daran sowohl das linke Ende 
x =1 als auch das rechte Ende x = m Schuld haben. Deshalb gliedern wir 
auf. Wir nennen A halbbeschrinkt am linken Ende x = 1. wenn es ein r mit 
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l<r<-m gibt, so daB A in demjenigen Teilraum von % halbbeschrankt ist, 
der alle u (x) aus W umfaBt, die in r < x < m identisch verschwinden. Eine 
Funktion u(x) aus diesem Teilraum verschwindet also einmal identisch in 
dem fiir alle u(x) gleichbleibenden Intervall r< 2<m und auBerdem in 
einer mit u(x) wechselnden Umgebung von x=l. Wir nennen A halb- 
beschrankt am rechten Ende x = m, wenn es ein r mit 1 <r <m gibt, sodaB A 
in demjenigen Teilraum von @& halbbeschrankt ist, der alle u(x) umfaBt, 
die in 1 < x <r identisch verschwinden. 

Wenn es eine reelle Lésung z (x) von — (pz’)’ +qz=Akz gibt, die in 
l < x <8 nicht verschwindet, dann gibt es bekanntlich zu jeder nicht identisch 
verschwindenden Lésung wu (x) ein Intervall 1 < «<t, wou (zx) nicht Null 

@ 


wird. (Z. B. weil nach Satz 3 jedenfalls u =c, y +c, w =(¢, + Cy = )v mit y +0, 


o+0inl<2z<8 und— + 0, x +1 gilt). Also: entweder haben alle nicht 


identisch verschwindenden reellen Lésungen unendlich viele Nullstellen mit 
dem Hiaufungspunkt x =/ oder keine einzige. Im ersten Fall heiBt die 
Differentialgleichung oszillatorisch am linken Ende, im zweiten Falle nicht- 
oszillatorisch am linken Ende. Entsprechend definiert man am rechten Ende. 

Satz 2a.*) Es ist A halbbeschrinkt am linken Ende, wenn es eine Zahl A 
gibt, mit der die Differentialgleichung — (pz’')’ +qz=Akz nichtoszillatorisch 
wird. Entsprechend am rechten Ende. 


Beweis. Sei — (pz’)’ +qz=Akz und z+ 0 und reell inl<az<r. 


~ 


Sei u (x) ein Element aus ¥, das in r < x < m identisch verschwindet. Dann 
Tr 

ist (u, A u) [ (p (2) |u’f? + q (x) ||?) d x. Setzt man mit einem seit JACOBI 
i 


gelaufigen Kunstgriff 2 = f(x) inl<a<r, dann hat man g(x) = (pf)’ + 


4 


pf? + Ak, also (u, Au) = [ (p |u’ 
i 


9 


= + (pf) |ul? + pf |ul)ydx + 





rT Tr r 
Alu ekdx [ p | a” —fukda+ A! | w |? kdx=A(u,u), also A halb- 
1 i l 
beschrankt am linken Ende. 
Satz 2b.*) Es ist A nicht halbbeschrinkt am linken Ende, wenn es zu jedem 
reellen « ein A< a gibt, mit dem die Differentialgleichung — (pz')' +-qz 
> A kz oszillatorisch am linken Ende wird. 
Oder in aquivalenter Formulierung: Wenn A halbbeschrinkt am linken 
Ende ist, dann gibt es ein « derart, daB fiir jedes 4 < « die Differentialgleichung 
(p2')’ +qz=Akz nichtoszillatorisch wird. Entsprechend am rechten Ende. 
Beweis. Wir nehmen im Widerspruch zur Behauptung an, es sei (u, Au) => 
-a(u,u) fiir alle uw aus Y, die identisch verschwinden in r < x < _m. Sei 
A<«a und z(x)+#0 eine reelle Lésung von — (pz')'’+qz=Akz. Wir 
werden zeigen: z (x) hat in 1 < x <r héchstens eine Nullstelle. Waren namlich 
8) Unter der zusatzlichen Annahme, da der Grenzpunktfall am linken Ende vorliegt 
und k 1 ist, ist Satz 2a enthalten in einem Theorem von Hartman Pu.: Differential 
equations with non-oscillatory eigen functions Duke math. J. 15, 697 709, (1948) 


und ist Satz 2 b enthalten in einem Theorem von Hartman, Pu. a. A. Winter: On the 
orientation of unilateral spectra, Amer. J. Math. 70 309—316 insb. 313 (1948). 
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zx, und z, zwei solche, dann setze man mit positivem 6, das sogleich naher 

bestimmt wird (fiir das aber jedenfalls 1 < x, —o < 2, < x, +0 <r sein soll), 

u(x) =O inl<2zs2,—<a, u(x) =§(z)inz—o<2< a, u(x) =2z(z) 

in 2, S22, u(x) = §(z) in z,< ero 2,+0, u(xz)=0 in &+o0<z< Mm. 

Dabei sollen & (x) und o reell so gewahit werden, daB einmal wu (z) 

ein Element aus % wird (was z. B. & (x,) =z (2), & (2) =z’ (a), §(2%,—o) = 
4 a 


ro “oF 19 
£’ (x, —o) =0 verlangt) und auBerdem /[ (p &* + 4 &)dx + / (p&* + 
z,-—o Pa 
Zs 
+ q@&)dx<(a—A) {kd ausfallt; das ist méglich, weil z(z,) =z (z,) =0 
xy 
ist und z(x) in z,< 2< 2, nicht identisch verschwindet. Nun wird 


+06 
a2 


i,+¢ 7 73 
anlfuwkdaxe < (u, A u) | (p u? + q ur»\da < | (p 272 4+ q2*)dax 
, india +0 a4 a %,+¢ 


Z2 Z, 7 a : 
(a—A)(2kdxr=af2kdx<afutkdz,alsoafutkdzx<afurkdz, 
z, z, “,-—¢ z a “,—o 
und das ist ein Widerspruch, weil u (x) in x, < x < 2, nicht identisch ver- 
schwindet. Damit ist gezeigt, daB es zu A <a gewiB keine Lésung z (zx) 
geben kann, die in der Umgebung des linken Endes unendlich viele Null- 
stellen hatte. 

Satz 2c. Wenn A halbbeschrinkt ist, also (u, Au) >a (u,u) fiir u aus 
W, dann hat jede reelle Lésung z (x) = 0 von — (pz')'+qz=Akzinl<x<m 
héchstens eine Nullstelle, sofern 2 < « genommen wird. 

Der Beweis ergibt sich aus dem Beweis des vorangehenden Satzes, indem 
man dort r durch m ersetzt. 

Satz 2d. Es ist A dann und nur dann halbbeschrinkt, wenn A sowohl am 
linken als auch am rechten Ende halbbeschrdnkt ist. 

Beweis. Wenn A halbbeschrinkt ist, dann natiirlich auch halbbeschrankt 
am linken Ende und am rechten Ende. 

Sei umgekehrt A an beiden Enden halbbeschriankt. Nach Satz 2b gibt 
es dann ein A (geniigend nahe an — cc), zu dem eine reelle Lésung z (x) ge- 
hért, deren Nullstellen sich weder bei x =/ noch bei x m haufen; also 


(p2’)’ +qz=Akz und 20 inl<x<a, b<x<m. Fir u aus B 
m 


wird (u, A u) { (p |u’|2 + q | u|2) dx. Setzt man in 1<2xsa und 
i 
b=x<~m fir q den Ausdruck q = (pf) +pf?+Ak, f= - , so entsteht 


a i 
(u, Au) = f (p\w'- ful? + Ak|u?)d x-+ p(a) f (a) |e (a)}? — p (b) f (b)| u (b) 3 
i 


b 
r (p lw’ — ful? +A2k\ul?)da2+ f (p|u'f2 + q\ul?)dz. 
b a 





a 
b 
Wahlit man eine Konstante ¢ so, daB p ful + f(piu’P?+qiulj)dree= 
' a 
b 
b 
c | k|ul?d x wird fiir alle u, und setzt man « = Min (A,c), so wird 
a 


(u, Au) >a(u,u), also A halbbeschriankt. 
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Die Satze 2a und 2b sind dazu geeignet, in einzelnen Fallen zu entscheiden, 
ob Halbbeschranktheit vorliegt oder nicht, weil man dazu nur das Verhalten 
der Lésungen in der Umgebung von x =/ zu kennen braucht. Der folgende 
Hilfssatz soll dafiir ein Beispiel sein. 

Hilfssatz 2. Wenn x =I eine Stelle der Bestimmtheit von — (pz’)’ + 
+q2z=Akz fiir iedes ) ist. dann ist A am linken Ende x =1 dann und nur 
dann halbbeschriinkt, wenn fiir ein reelles } die ,,charakteristische Gleichung“ fiir 
die Exponenten des Potenzreihensatzes nur reelle Wurzeln hat. 

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei /=0. Wenn die 
charakteristischen Exponenten fiir ein reetles A reell sind, dann gibt es eine 


Lésung von — (pz’) +qz=Akz, welche in der Umgebung von x = 0 die 
Gestalt z = x¢ (1 +¢, x +c, x* +----) mit reellem 9 hat. Diese Lésung hat in 


0 < x < & sicher keine Nullstelle, wenn nur & klein genug gewahlt wird. 
Also ist nach Satz 2a der Operator A am linken Ende halbbeschrankt. 
Wenn aber fiir jedes 4 nicht reelle charakteristische Exponenten 9,. 0, 


auftreten, dann muB 9, Oo 0 a+if sein. Es gibt fiir jedes A 
zwei Lésungen z = 2¢ (1 +¢,x+¢,2?+---) undz =a?(1+¢,7+4¢,2°+4+-->), 
j " l = : 
also auch eine reelle Lésung y = - (z + 2) = a* [cos (f log x) + w (x)], wobei 
- ~ ~ a , “d , 
w(x) <5 mO<a< &, wenn € geniigend klein gewahlt wird. Da ~ +0 


vorausgesetzt war, hat y unendlich viele Nullstellen in 0 < x < € und auch 
in jedem Intervall 0 < 2 < & mit & < &. Also ist nach Satz 2b der Ope- 
rator A bei « = 0 nicht halbbeschrankt. 

Wenn die Differentialgleichung (1) in der Umgebung eines Endes, etwa 
des linken Endes x =], eine nullstellenfreie reelle Lésung hat, dann kann man 
ein Fundamentalsystem angeben, das in bezug auf x =/ in gewisser Weise 
ausgezeichnet ist. Das lehrt 

Satz 3. Die Differentialgleichung — (p 2’) + qz kz besitze eine reelle 
Lésung z(x), die inl<x<s nicht verschwindet. Dann gibt es ein reelles Fun- 
damentalsystem w(x), w(x) mit den Eigenschaften: 


l. yp (x) + OU, w (x) +0 inl<x<es. 
@ (2x) 

2. > 0, wenn x >l,1l <x. 
y (2) 


Die Funktion w(x) ist dabei bis auf einen konstanten Faktor eindeutig 
bestimmt. Fiir jedes reelle Fundamentalsystem der Differentialgleichung, das | 
und 2 erfiilit, gilt auBerdem 

8 & 
3. [p-*p-'da<o, [w-*p-'dz .s 
l l 


Tr 
und, wenn bei x =I der Grenzkreisfall vorliegt, d.h. { \u®kd x < oo ist fiir alle 


l 
Lésungen u (x) der Differentialgleichung (r beliebig, nur 1<r<m), dariiber 
hinaus 
z / z 
4. for (Ek AE / J y* (Ek (EAE =O{( 
i 


w (x) 


= )') firxz+lx>l. 


& 
Beweis. I. Wenn / z~?p-!1d2< oo, dann setze man y (x) =z (2), 
l 


w(x) =2z(x) f 2z-*(€)p-'(€)d& Es wird p(yw’—y'w)=1 und 
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—(pw')’ +qw =pko. also ist py (x), w(x) ein Fundamentalsystem. Offen- 


bar verschwinden weder y (zx) noch w (zx) in 1< 2x38, und es ist wa = 
z 
{ 2-2 (€) p-1 (€)d E+ 0, wenn x1. Die beiden Behauptungen | und 2 
I 


sind nachgewiesen. 


. x 

Wenn | z~*p-'dz 20, dann setze man yw (x) =2(2x) (1 + { 2-2(&) p- 1(6)d8) 
i z 

und w(x) =2z(z). Es wird p(yw’—y’@) =1, p(x), w (2) ist ein Fundamen- 





x 
w (zx) : = e 1 
talsystem, y +0, wo +0 inl <2 <s und (1 + f2-2(E)p '(e)d8) > 0, 
y (x) .. 
wenn x + 1. Also auch in diesem Fall sind die Behauptungen 1 und 2 
erwiesen. 


Il. Sei ® ay +bo, @ cy +dw ein anderes Fundamentalsystem, 
Y } t A 
das | und 2 erfillt. Dann muB ad — bec +0 sein. Fiir x geniigend nahe an / 


7) 


a 


wire y (x) + 0, y (x) + 0 und nh —_—*_ .. 0 fir x + l. Weila und b 
7 y (x) re w 
. ° a . ~ ° 
nicht beide verschwinden und — > 0 geht, folgt c 0, also dw, wie 
' 
behauptet. 
' : 
III. Wenn | z~?p-'daz < ~, dann ist | p~?p'da<oo. Mitl<I’<s 
i i 
s s Zz 2 
wird {| w-* p-'daz { 2-3 (z) [z-2(&) p-1 (€) d §) pi (x)d x 
Vv Vv I 
8 { zr 1) 8 1 
{ 4 (fz = (&) p- (&) dé) | da (fz 2p-'da 
dx |\; ’ . i 
l 1 8 
( f2*p'dz > oo, wenn I’ + 1, also [f w-* p-'dxa= om. 
i i 
" ' 
Wenn | z-*p-'dzx ©, dann | w-*p-'dzx ©. Ferner 
i i 
jy*g'idz f z-* (z) 1+ { 2-7 (€&) p' (é) d é) 7 p(x) dx 
vv Vv z 
. a | s “ " ~ * 1 / s ” 1 
- (1 t f2z-2(&)p '(&)d &) \dz ] -(1 + {z-2p 'd x) -— 8, 
l i z v 
also { w-* p-'dax< oo. Damit ist die Behauptung 3 zuniachst fiir das 


l 
spezielle Fundamentalsystem wy (x), (x) bewiesen. Wenn aber y, @ ein 


anderes Fundamentalsystem ist, das 1 und 2 erfiillt, dann ist @ dw, also 





eae oa aa bw 
wech | @-*p-'daz © und wy ay +bw,a+0,yp ay (1 , ). 
l ay 
wm (x) . 
woraus wegen —~ > 0, x +1 auch | y-* p-'d ax < o~ folgt. Damit ist 
y Zz) 1 


die Behauptung 3 bewiesen. 
x 
IV. Wenn /{ z~? p-!da< o, dann 
i 
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y (zx) 
w (x) 











(/ w* (t) k (t) d i) = 

f2-*@®p-r(dt) (fe (t) (/ 2-8 (£) p-1 (£)d é) k(t) d ‘} 
fe k (nat)! = (/ y? (kat). 

Wenn f z—2 p-1d z= oo, dann 


\ 


(7 w? (t) k (t) d ‘) on 





v (x) 
@ (x) 





(1 + frp (t) at) (/ 22 ) kat) 


1 


§- 4 
<| fk (1+ fe-*@)p-@)dé) ae 
\ t 





o iv" (t) k wae| 


Damit ist die Behauptung 4 zunichst fiir das Fundamentalsystem y (2), 
@ (x) nachgewiesen. Hat man ein anderes (1 und 2 erfiillendes) Fundamental- 








system w(x) =a p(x) + bw (x), O(x) =dw(z), a + 0, dann wird 
¥ 
¥(z)| (7 ~2 mb we .. y (z) 7 + 
a J co (t) k (t)d t) < (\a| ste + >|) (/ w? () k dt) < 
z i 





(1 + !d}) ( | w(t) k (t)d t)" fiir alle x hinreichend nahe an /. Fiir solche 
i 


x ist aber auch 


also (7 w (t) ke) dt) <sur(f** kat)’, 
l l 


so daB sich 


1 15 (2)| > |o(@| =|a| -|o (a), 





¥(z)| (7 ~» . t+ 1 . Pian ; 
& (2) (/ © (Qk (at) Saya" + b)) (J yp k(t)dt) 


ergibt, und das ist Behauptung 4. Damit ist Satz 3 vollstindig bewiesen. 

Wir machen noch zwei einfache Bemerkungen. 

1. Wenn am linken Ende der Grenzkreisfall gegeben ist, dann ist die Diffe- 
rentialgleichung — (pz’)’ + qz = Akz entweder fiir jedes reelle A oszillatorisch 
am linken Ende oder fiir keines. Denn sei sie nicht oszillatorisch fiir A), dannwahle 
man nach Satz 3 das Fundamentalsystem yp (x), w (x) von — (pz’)’ +qz= 

A,kz mit p(m’y — wy’) =A. Dann wird die Lésung wu der Integralgieichung 








zy (E\(Z — 2 s 7 w(f)(A—A, E 

u(x) =p (x) + y(z) pose i A.) u(s) k(é)dE— w(x) | v (5) (A~ 4.) u(5) k(E)d& 
l d l 

Lésung von — (pu’)’ +qu=Aku, und wegen — + 0, 2 + | verschwindet 


u nicht in einem Intervall 1 < «<t. Damit ist die Behauptung gezeigt. 
0 ae 
, 1/4 
2. WennA amlinken Endehalbbeschrankt ist und | | —dx=aw(l<s<m) 
° ? 


ausfallt, dann liegt bei x =1 der Grenzpunktfall vor. In der Tat gibt es nach 
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Satz 2b ein A und eine reelle Lésung z (xz) von — (pz’)’ +qz=Akz, die 
in 1 << «<8 nicht verschwindet. Nach Satz 3 gibt es daher auch eine Lésung 


a 
y (x) mit f y~? p-'d ax < oo. Lage bei x =/ der Grenzkreisfall vor. dann 
i 


, andl 1 
wire auch { y*kdx< oo. Nun ist y~*p-!'+y*k>2p * k*, also wire 
i 


- —-},4 - , , . 
2/p * k* dx < coim Widerspruch zur Voraussetzung. Diese Verallgemeine- 
l 


rung eines WEyischen Satzes ist fiir p= k= 1 enthalten in einem Theorem 
von PH. HARTMAN; vgl Anm. §) 


§ 3. Die ausgezeichnete Randbedingung. 


Sobald ein Fundamentalsystem y (x), @ (x) mit den Eigenschaften 1—2 
von Satz 3 zur Verfiigung steht und das ist nach Satz 2b und Satz 3 der 
Fall, wenn A am linken Ende halbbeschrankt ist —, dann kann die Randbe- 
dingung (6), die wir im Grenzkreisfall bei x = 1 fordern muBten, iibersicht- 
licher formuliert werden. Wir wahlen namlich gemaB Satz 3 eine reelle 
Zahl uw und ein reelles Fundamentalsystem w (x), w (x) von — (p2z’)’ + qz 

ukz, auf das die vier Aussagen des Satzes 3 zutreffen. In bezug auf diese 
festgehaltenen yu, y (x), w (x) definieren wir zu jedem u (x) aus %, (zur De- 
finition von %, vgl. S. 345) zwei ,,Anfangszahlen*‘ u, und u, wie folgt. Fir 

ay 


jede solche Funktion wu (z) ist zt \— u’)’ +¢q u | — “4u =) eine in der 
Tr 
Umgebung von x = / stiickweise stetige Funktion mit / \j|? kdx< oo mit 
i 
geeignetem r aus 1 <r < m und daher 
z z 
* w ( (€) 7 (§) 
u(x) =Ugy (x) + u, w(x) + p(x) | oC) £(8)dE— a(x) [2S ey) k(&)d& 
i 7 j 


mit A p (&) (w’ (&) w (€) y’ (€) w (&)). Bei gegebenen yp, p (x). w(x) sind 
Uo, U,,7 (x) eindeutig bestimmt; wir nennen uw, und u, die Anfangszahlen von 
wu (x) am linken Ende xz = / (zu ergiinzen: in bezug auf yu, y, w). Die in der 
Randbedingung (6) verwendete Funktion « (x) gehért zu Y&, und geniigt der 





Gleichung +| —(pa') +q a. | — “4a =(t— pm) a, also wird 
Ss 
% (2) = oy y (x) + o% w (x) + y (2) ee Eye we) pede 
z 
— w(z) [LE He) pag. 
i 
Unter Beriicksichtigung von [y, y], =9, [w. o],=9, [y, @], = —[o.y], 


folgt [a, uw], = (& uy — & Up) [y, w],. Wegen [a, a], = 9, «+0 ist % a, — 
&, % = 0, aber nicht a, = a, = 0, also a: a, reell. Wir kénnen setzen 
>: a, = — sin ® : cos #, O< # < a und (6) geht iiber in 


(9) cos Ju, + sindu, = 0 0s 0< 2. 


Entsprechend kénnte am rechten Ende x = m verfahren werden 
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Die Randbedingung (9) hingt im allgemeinen von der speziellen Wahl 
von “4, y, @ ab, weil sowohl uo, u, als auch das Verhiltnis u,:u, davon ab- 
hingen. Nur fiir # =O ist das nicht der Fall. In der Tat hei®t dann 
die Randbedingung einfach lim ae =0. Wahit man nun Z, p (x), @ (x) 

z—l , 
z>l 
anders, aber so, daB die Eigenschaften 1—2 von Satz 3 erfiillt sind, dann wird 
—(po') +qi—pki=(i—p)ko@ und 
~ (PP) +49 —pkH =—Gi— WkG. also 
z 


peme — pm) & (&) k(g)dé— 
s 7 





@ (x) =ay(x) + Bw(z) + p(z) 





A 
l 
(L)(X — He 
= w (x) free fee k(é)dé 
und i 





p (zx) y w (x) 4 8 w (2) \ y (x) | w (&) (fz 7 hu) # (€) k(é)d& — 


l 
z 


— w (zx) | Ce ee) k(é) d &. 
; 
Es ist ad—yf+0. AuBerdem y +0. Denn wire y =0, dann wiirde wegen 


> @m 
~ a> Pp baie ~ 
W@W y ° @ 9 w 
= meni Gil (ee coe lim — 0 auch a =O folgen, was 
¥ 0 3 one rl r—>0 , 
y 
u 
. ‘ - . u y 
x0 1 0 zur Folge hatte. Es ist nun  ~ = ————— 
P , @w 
ve od 
i] 
: u (2x) ] wu (x) : , u (x) — 
lim =— lim Also, wie behauptet, lim a 0 aquivalent 
at ¥ (*) Y at ¥(*) rt ¥ (2) 
. . u (x) 
mit lim —— 0. 
zl Y (2) 


Wir kénnen zusammenfassen: Wenn A am linken Ende x = 1 halbbe- 
schrankt ist, dann wihle man irgendein js, zu welchem die Differentialglei- 
chung — (pz’)’ +qz=Akz ein reelles Fundamentalsystem yw (x), w (x) be- 
sitzt, das in 1 < x <8 (mit irgendeinem s aus | < x < m) nicht verschwindet 


w(z ‘ " . i a . . 
d = 0 ist. Nach Satz 3 gibt es ein solches 4 immer. Dann 


: : ; u (x) 
heiBt die ausgezeichnete Randbedingung lim —- 
al ¥ 


von der Willkiir, die in der Wahl von yp, y (2), w (x) steckt. 





und fiir das lim 
zl 


0. Sie ist unabhangig 





§ 4. Halbbeschriinktheit und Randbedingung. 

Die Halbbeschranktheit von A in irgendeinem der durch Randbedingungen 
festgelegten Teilraume Y% (vgl. § 1) ist bereits gesichert, wenn % in ¥ halb- 
heschrinkt ist. Das ist der Inhalt von 

Satz 4. Wenn A in & halbbeschrinkt, dann auch A in X. 
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Das beweisen wir zunichst unter der Voraussetzung, daB bei x =/1 und 
bei x = m der Grenzkreisfall vorliegt. Der Raum & besteht dann aus allen 
u (x) von %, deren Anfangszahlen in x = | (in bezug auf y, y, ») einer festen 
Relation 
u, cos? + u, sind 0 0O=98 <2 


und deren Anfangszahlen in x = m einer entsprechenden Relation geniigen 
In der Umgebung von x = / laBt sich jedes u (x) von & in der Form 


= 


z 
(10) u (x) c (sin ? y (x) cos # w (x)) + wy (x) | Mm(E\F(EVR(EV\AE 
l 


z 
m(x)/ p(E)i(E)R(E\AE 
l 


schreiben, wobei yw (x), w (x) die Eigenschaften 1—4 von Satz 3 besitzen, 
zu denen wir hier noch p(w’ p yp ‘@) 1 hinzuverlangen. Wegen 
w (x)/yp (2) > 0 fiir x + 1 gibt es zu jedem # ein a, so daB sin # y (x) 
Sin & y" (=) — cos 9 w'(z) « 
sin # y (x) — cos 8 w (x) 
l<2x<a stetig und f(x) stiickweise stetig, und es ist q=(pf)' + pf? + uk, 


cos dw (x) +0 in l<asca. Also ist f (x) 


a 
also | u (&) | (p (€) wu’ (€))’ 4 q(é)u(é)}dé u (x) p(x) u’ (x) — 
Zz i 
u (a) p(a)u’ (a) + | (p(é) wv’ (&)|? ! q (&) |u (é)2) dé u (x) p(x) u’ (x) — 
r 


a 


p (x) |u (x)|? f (x) u (a) p(a)u' (a) + p (a) | (a) P f (a) + | p(&)\u’ (é) 
‘ Zz 
P(Gu(GPd&+ pus | w (&)|? & (E)d&. 
zr 


Wegen (10) ist aber 
z 


u (x) p(x) (u’ (x) — f (x) u (x)) ccos? | w(AF(EVR(EVACE 
I 


-ésind | pl(Ej(ER (EVE 
l 


r 


bm (ENF (E)R(ENCE- f w(E)\j(EVR(E AE 
l 


cos # y (x) 


‘sind y (x) — cos # w (x) i 








sin ? y (x) i TAT A EE l ~ ” E\s/k k fe 
ee olé EV E(s 0 »(é EVK(E dé - 
sin # p (x) cos # w (x) 2 wm (&)7(€) (é) a _ y ( )7( ) ( ) 
cos # w (x) ETT ETE a “7 E Le e 
™ = ) EVK(E\dE-fa EVK(E\dE - 
sin # y (x) — cos # w (x) ; v tod9 1) BAS6 l m (E19(6) 


sin ? w (x) ET AEA) ~ r- an pam ~ e 
_ ————— V(EVZ(EVR(EVAE- | w(EF(ER(SAE. 
sin y (x) — cos 0 w (2) / wy (€)7 (6) &(¢) : p (S)97(S) 

Wenn # + 0, dann streben mit x > | die vier letzten Ausdriicke der rechten 
Seite gegen Null, weil w (x) / y (x) gegen Null strebt. Wenn # = 0, dann 
' 2 

p(x); 7 EV (EV RCE - 
———} f w(E)j(E)R(ENAE! . 

w(a) 12° ' d7( ) $) 


) 


wird aus dem dritten Glied der rechten Seite — 


und dieses strebt gegen Nuli wegen Behauptung 4 von Satz 3; die 
iibrigen Glieder streben offensichtlich gegen Null. Fir jedes @ gilt also 
lim u (x) p (x) (u’ (x) — f (x) u (x)) = 0, also 


zl 
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a 
f%(x){- (p(x)u’(x))’ 4 q(x)u(x)}d x = — U (a) p(a)(u' (a) — f (a) u (a)) + 
(11) 


+f p(x) \u’ (x) —f(x)u(r)*dx+yu f ju (x) Pk (x) a Z. 
l i 


Entsprechend behandeln wir das rechte Intervallende x =m und gelangen 
fiir wu aus AM zu einer Gleichung 
/ ti (x) (p(x) wu’ (x))’ + q(x)u (x)} d x =u (b) p(b) (u’ (b)—g (b) u (b)) 4 
(1 la) m m 
+ | p(x) wu’ (x) —g(x)u(z)*datyv| w(x) *k(x)dex. 
i 


b 


Addieren wir beide Gleichungen und fiigen 

u(x) {—(p(x)u’(x))’ +q(x)u(zx)} dx i (x) p(x)’ (22) t (pla) wu’ (x) * +(x) u(x) ?)dx 
hinzu, so ergibt sich vo 

(u, A u) [ (p (2) |u’ (x)|)? + q(x) \w(x)*)d x + p(a) wu (a)? f (a) — p(b) u (b)\*g (b) 

a m 


+ | p(x) |u’ (2) f(x)u(x)P?da+ f p(x) 'w' (x)—g (x) u(x) ?dax 4 
l b 


a m 
+ mf \u(x)*k(x)datyf j\u(x)*k(x)dzx. 
l b 
Fiir das endliche Intervall a<2z<b gibt es natiirlich ein y, so dab 


b b 


(p(a) wu’ (x) |? + q(x) u(x))*)dx+p(a) u(a)*f(a)— p(b) u(b)\2*9(b) >y | u(x) *k(x)dx 


b a m m 
wird. Also (u,Au)>y/ utkde+pufiutkda+yv/utkdxeC/[ultkdz 
I 


a b l 
mit geeignetem C fiir alle u aus WY, d.h. es ist A in & halbbeschrankt. 


Wir haben noch die Halbbeschrinktheit von A in & zu zeigen, wenn an 
einem oder beiden Intervallenden der Grenzpunktfall vorliegt. In diesem 
Falle verstehen wir unter &% alle u(x) aus YU, die in der Umgebung’) 
des Intervallendes, an dem der Grenzpunktfall gegeben ist, identisch ver- 
schwinden. (Wenn an beiden Enden der Grenzpunktfall vorliegt, dann ist 
% =.) Wie wir im Satz | gesehen haben, ist auch A in & wesentlich 
selbstadjungiert, insbesondere gibt es zu jedem u aus U eine Folge u, aus A, 

; , : Un, A Un) u,Au 

so daB u, + u,Au, + Au gilt. Also, wenn u +0, dann lim TL 

u+co (Un, Un) (u, w) 
Um die Halbbeschranktheit von A in & zu zeigen, braucht man sie daher 
nur fiir A in & zu beweisen. Wenn an beiden Enden der Grenzpunktfall 
gegeben ist, dann ist nichts mehr zu beweisen,weil die Halbbeschrinktheit in 





B= ja vorausgesetzt ist. 

Bleibt der Fall, daB an einem Ende, wir diirfen annehmen bei x = I, der 
Grenzkreisfall vorliegt, bei x = m aber der Grenzpunktfall, so daB alle wu (x) 
von & in der Umgebung von x = m identisch verschwinden. Wir wiahlen 
sin # p’ (x) — cos B w’ (zx) 
sin # y (x) — cos # w (zx) 
Lésung = (x) = sind? py (x) — cos? w (x) von — (pz’)’ + q2 = kz gehori- 
gen Parameter uw so wahlen, daB man a,b angeben kann mit z (x) +0 in 





wieder f (x) » wobei wir gem&éB Satz 2c den zur 
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a 
/ 


l<zsa und bS2<m. Aus (u, Au) 
b m 

+/u(—(pu’)+qu)dx+ | u(— (pu'’) + qu)d-z folgt nach (11) und, 
b 


u(— (pu’)’+qu)dx+ 


a 
weil u (zx) in der Umgebung von x = m identisch verschwindet, 


a a 
(u, Au) = p(a)f (a) |u (a)\*+ / piu’ —futdze+yu/ \utkdx+ 
l I 


b m 


+ / (pid \?+qludat/(piw\?+qu*)dz. 
a b 


In dem letzten Integral fihren wir g = (p f)’ + pf? + wk ein und erhalten 


a a m 
; (u, Au) =/ plu'’—futdz+y/\utkdxr+yp ultkd x + 
(12) l i b 
m b 
+/pu’—fu*dx + p(a)f(a)|\u(a)|* — p(b) f (b)|u(b)|? +/ (p\u’ |? +q\u*)dz. 
b a 
Daraus folgt (u, Au) jc / |u'*d 2, also A halbbeschrankt in Y. Damit ist 
i 


Satz 4 vollstindig bewiesen. 

Da jedes & den Teilraum W enthialt, kann aus Satz 4 die Alternative ge- 
folgert werden: entweder ist jeder der Operatoren A in & halbbeschrinkt 
oder keiner. Diese Alternative folgt auch fiir den Spezialfall 0 < x < co mit 
regulirem linken Ende nicht aus dem Weylschen Satz iiber die Unabhingig- 
keit des Haiufungsspektrums von der Randbedingung. 


§ 5. Die Friedrichssche Charakterisierung der ausgezeichneten Randbedingung. 


Wenn an einem Ende, etwa bei « = /, der Grenzkreisfall vorliegt, dann 
waren die bei z =/ zu stellenden Randbedingungen von der Form: jedes 
zugelassene u (x) hat die Form 

z z 
u (x) = Uppy (x) + uy w(x) + p(x) | w(E)7(E)R(E\AE— w(x) | w(E)7(E) R(E) AE 
l l 
und zwischen u, und wu, besteht mit vorgegebenem # eine Beziehung 
u, cos @ + u, sin? = 0, 0< i <a. Wir wollen zunichst zeigen, daB auch 
in unserem allgemeinen Fall (wo wir iiber die Koeffizienten der Differential- 
gleichung nur die Voraussetzungen (2) machen) die von Friedrichs gegebene 
Charakterisierung méglich ist. 

Dazu folgende Vorbemerkung. Wie Satz 1 lehrt, bleibt ein Operator A 
in &, wie er in § 1 erklirt wurde, wesentlich selbstadjungiert, wenn man ihn 
nur in einem Teilraum & betrachtet, der aus allen u (x) von YU besteht, die 
an einem Intervallende identisch verschwinden, sofern an diesem Ende der 
Grenzpunktfall herrscht. Wenn der Grenzkreisfall vorliegt, dann ist A in 
diesem Teilraum nicht mehr wesentlich selbstadjungiert. Er ist jedoch dort 
hinreichend selbstadjungiert (§ 6 Definition 3), wenn A halbbeschrankt ist, 
und eine zugehdrige wesentlich selbstadjungierte Fortsetzung ist einer der 
Operatoren A in Y, die in § 1 aufgezihlt sind 

Wir beweisen namlich 

Satz 5. Es liege bei x =I der Grenzkreisfall mit der Randbedingung 
u, cos @ + u, sin? =0,0< 0 < a vor und bei x = m entweder der Grenz- 
punktfall oder der Grenzkreisfall mit einer bestimmten festen Randbedingung 
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Den durch diese Bedingungen eingeschrinkten Teilraum von ® nennen wir Uy. 
Mit X werde der (von 0 unabhdngige) Teilraum von U, bezeichnet, der alle u (x) 
umfaBt, die in der (rechtsseitigen) Umgebung von x =I identisch verschwinden. 
Es sei A halbbeschrinkt. Behauptung: Es ist A in & hinreichend selbstad- 
jungiert (§ 6, Definition 3) und A inU, ist eine zugehdrige wesentlich selbst- 
adjungierte Fortsetzung. 

Beweis. I. Sei wu Element von A. Wir miissen eine Folge u,, aus T an- 
geben, fiir die (uv, —u,u, — u) + 0, n + co und (u, — Up», A (u,, — v,,)) > 0, 
n,m — oo gilt. Wegen der vorausgesetzten Halbbeschranktheit von A gibt 
es Funktionen y (xz) und w (x) mit den in Satz 3 genannten Eigenschaften, 
zu denen wir noch p(w’ y — wy’) = 1 hinzuverlangen. Es ist u (x) von 
der Form 

z Zz 
(13) w(x) = uy (x) + y (x) | (E)7 (EDK (E)d E — w(x) | plEp(E R (EE. 
l l 
Es gibt ein 6, so daB yp (x) +0. w(x) +0 in 1< 2< 6. Wir werden unter 
6,,T, Zahlen verstehen mit den Eigenschaften 








n+ x - 


. P 1 | w (tp) @ (An) 
14 ipi<ce,<z,<6 3.) ims L 3. |= 
“e) ve . ¥ 2 | y (Tn) | y (Gn) 
: . . i ies —" 
DaB insbesondere die dritte Forderung erfillbar ist, folgt aus lim re 
a=li 
Die Folge u, (x), die konstruiert werden muB, werden wir jedenfalls so 
wahlen, daB 


0. 





(15) u, (xz) =0 inl<2<o, und u, (x) =u(z) int, <2<m 
ist. Dann wird 

on \ ™n 
(16) (u, —uU,u,—u)=/ |utkdx+/|u,—ultkdz 

l on 


und 


6 
aie =~ ’ , , : ’ ‘ 
(Up — Um: A (Uy ai Um)) / (Uy, wie Um) { “ (Pp (Un 7 Um)) > (Uy, Um) $ dx 
l 
é 
4 ° ,’ 19 } , 
/ {p Un — um |? Tq |Un - Um |*} dz. 
l 
Aus — (py’)’ +qy =uky folgt in 1 < x < 6 jedenfalls 
w’\’ a” 
q (p 4 + p(* } + ft k, also 
y 
6 ° 
“ , , y a 
(17) (v,—U,, A (u, —U»)) = f p |un Un — “ (u, —U»)/?d a 
i 
é 
+ uf |u,—u, kd zx. 
i 
Gesucht wird eine Folge von Funktionen v, (x), fiir welche die rechten Seiten 
von (16) und (17) mit n,m > oo gegen Null gehen, fiir die (15) gilt und die 
natiirlich in WM, liegen miissen, was neben (15) nunmehr bedeutet. daB wu, u’ 
stetig und u” stiickweise stetig sein mu8. Da aber die rechten Seiten von 
(16) und (17) die zweiten Ableitungen von u,, (x) gar nicht enthalten, ist die 
Existenz der gewiinschten Folge w, (x) auch dann schon gesichert, wenn 
(v,—U, U, —-u) + 0, (u,, —U,,. A (wu, -—U»,)) + 0, n,m + oc gilt mit einer Folge 
von Funktionen u, (2) = ¢, (2). die (15) erfiillen und in 1 < x < m stetig und 


9 
Mathematische Annalen 122 24 








i 


a 






























360 Franz RELLICH: 


einmal stiickweise stetig differenzierbar sind. Eine solche Folge ¢, (x) be- 
kommen wir, indem wir zu (15) hinzuverlangen gy, (x) =a, y (x) + b, @ (x) 
in 6,<2x2<T,, wobei die Konstanten a,, b, so bestimmt werden, dab 
Pn (Fp) = 9, Py (T,) = U (T,) wird, also 
a, @ D (On) U (Tp) = — y (On) U (Tp) —s 
y (Gn) & (Tn) — wy (Tn) @ (on) “ y (On) @ (Tr) — y (Tn) @ (Gn) 








da nach (14.3) der Nenner nicht verschwindet. Nach (14) wird weiter 

















\a,| < Aud eS win Wegen (13) wird lim ert ew 0, also ist 
| | y (Tn) ® (Tp) zl | ¥() 
a,,| beschrankt und wegen 
tT 
¢ ‘ Y (Tn) 5 »\ lo 2. 4 - ' oad ; 
lon] <2 |u,| +2 | 2. (J jo (PRE AE)’ (Fi PRA g)* + 
on 
+2) /plEj(Ek (Eds 
und der Aussage 4 von Satz 3 ist es auch |b, 
Es wird 
Tn a T Tt 


> 


fijuPkdx+f\o,—uPkdars f[luPtkdx+2/\ultkdx+2 | (\a,)? 4 |b n}?) (ly)? } Jw) kd r 


o o ; 
n n n 


und die rechte Seite geht offenbar gegen Null, wenn n + oo. Es muB jetzt 


é 














noch { P| Gn — Gm — ~.. (Pn — 9 »)) dx—>0, n,m —> co gezeigt werden. 
i ¥ 
Sei t Max (Ty, T»), also py (x) Pm (x) u(x) in tx 2x<6. Es wird 
é y’ 2 t y’ 2 
1P ig a q nm —- — (Pn — Pm) dzx= | P\¢ a Fm — (Pn — n)| dx: 
i ¥ i ¥ 
9 : . y x 9 4 j . y , 2 ‘i Tn : y , 2 : 
“| P\Pa— — @,|*d x F<) P| Pm——- Pm dx: “| P\ Pn——Pn dx+ 
I ¥ 1 y on y 
y’ is *m | y’" 2 4 y 
+2/p wu’ —Yuldz +2/p Fa — — On dx+2{p ua’ —Lakdes 
r, "4 ¢, y f, y 
n m | m 
"n | by (w’ y y’ @) |2 bm (w’ y-y¥ w) 2 > | ’ y’ \2 
2/ pl oF r42/p ——|dx+4/f p|u’——u| dz. 
on y on y io , 7 








DaB das dritte Integral der rechten Seite existiert, ergibt sich so. Nach 
(13) ist 





u’ (x) — ay u (2) =u, (w' (2) 2 Sw (2) + 


(z) y (2) 
+ (—o' (x2) + 2 ao); fwlj(k( dé = 
- = pie - iE - /£ £ 
=": Sisdvla) ~ pia) wa j pli (Gk(E dE. 


= y’ (x) 
p (x) \u' (x) — ole "<< 


<2 ju, |* p~* (x) pm? (x) + 2 wr? (x) p-! ( 2)| f w (€)7 (E) &( (64 e[ 


lx 
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é 
Nach Satz 3 Behauptung 3 existiert aber { y~* p-!da und daher auch 
U 


tT 











: fe Dideit 
J P| — ul dz. Es wird nunmehr 
0 ' 
é y’ 2 2 a ™m 
} P Tn q hes (Pn _ m)| d a 2 |b,,|? } yp *pdz 4 2\bn|? fp? p-tdx a 
1 ¥ “ o 
n m 
s s y’ = 5 A ‘ ; y’ 2 
4{p\u' - u\?d 2x, also lim ! whet — On — : (Pn — vm) dzxz=Q. 
0 , n,m—>co 1 } 5 


Damit ist Satz 5 bewiesen. 


§ 6. Die Beziehung A = B und eine weitere Charakterisierung 
der ausgezeichneten Randbedingung. 


Von zwei in einem Hilbertschen Raum § beschriankten selbstadjungierten 
Operatoren A und B sagt man, es sei A > B, wenn (f, Bf) < (f, Af) fiir 
alle f aus 9. 

Um auch fir nicht beschrinkte selbstadjungierte Operatoren A, B zu 

einer Definition von A => B zu gelangen, tiberlegen wir folgendes. Wenn 
die selbstadjungierten Operatoren A und B beschrankt sind, dann laBt sich 
zeigen: Es ist A > B dann und nur dann, wenn es eine reelle Zahl c gibt, 
mit der gilt: 
lL) A+e =0, B+ez0O 2.) R (A + c)7} und S (B + c)-} 
sind beschrankte Operatoren. 3.) R < S. (Dieser Satz ist leicht zu beweisen — 
er ist in dem folgenden Hilfssatz 4 enthalten.) Diese Tatsache veranlaBt 
uns zu folgender 

Definition la. Es seien A und B zwei selbstadjungierte (nach unten) 
halbbeschriinkte Operatoren in den Teilriumen YU bzw. B eines Hilbertschen 
Raumes. Dann heiBt A => B, wenn es eine reelle Zahl c gibt, mit der gilt 
1.) (us Au) +e(u,u) =O fiir alle wu aus AU und (v, Bv) + ¢(v, v) => 0 fiir 
alle v aus B 2.) R (A + c)—! und S = (B+ cc)! sind beschrinkte Opera- 
toren 3.) R= S. 

Ersichtlich wird hier A > 8B nur fir selbstadjungierte Operatoren de- 
finiert, die nach unten halbbeschrankt sind. Die folgenden Ausfiithrungen 
sollen die Definition 1 ven einer anderen Seite her verstandlich machen. 
Dazu stellen wir einige »‘ekannte Definitionen und Tatsachen zusammen. 

Definition 2. Der Hermitesche Operator A in U heift wesentlich selbst- 
adjungiert, wenn es eine selbstadjungierte Fortsetzung A in D derart gibt, dap 


zu jedem u aus D eine Folge u, aus A existiert, mit der | u, — “| > 0, 
A (Uy, — Uy») | > 0, n,m > co gilt. Man nennt A in D die aus A in U durch 


AbschlieBen entstandene selbstadjungierte Fortsetzung. 

A in ® ist durch A in & eindeutig bestimmt. 

Hilfssatz 3. Es sei P in $ selbstadjungiert und (u, Pu) = 0 fiir u aus &. 
Dann gibt es einen und nur einen selbstadjungierten Operator, wir nennen ihn 
P* in, , mit den beiden Eigenschajten: 1.) (u P*? u) => fiir u aus %,, 


1 1 1 
2.) es liegt P* u in B,, wenn u in § liegt. und es ist P* (P* u) = Pu fiir 


alle u aus &. 
24* 
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Wenn P f Ad E, ist, dann Pp? f a3 d E, und By besteht aus allen 
6 


0 
os 1 
u mit [ 2d(B,u,u) < oo. Es ist P* in % wesentlich selbstadjungiert. 
0 
Beweis klar. 


Definition 3. Der Operator A in U heift hinreichend selbstadjungiert, 
wenn es eine wesentlich selbstadjungierte nach unten halbbeschrinkte Fortsetzung 
A in U cerart gibt, daB zu jedem u aus Y eine Folge u, aus U existiert, mit der 

Un, —u| > O, ((v, — Um), A (Up — Um)) > 9, 2, m + co gilt. Wir nennen A 
in U eine (zu A in UA) zugehdrige wesentlich selbstadjungierte Fortsetzung. 

Wenn u ein Element aus YW ist und wv, irgendeine Folge aus &% mit 

u, u|\| +0, (vu, —U,, A (Uu,—U,,)) > 0, n,m —> oo, dann ist auch 
(u, —u, A (u, —u)) + 0. Denn wahlt man a so, daB (v, (A + a) v) = (v, v) fiir 
alle v aus WM, also auch fir alle v aus D ist (vgl. Def. 2), dann léBt sich nach 

1 


Hilfssatz 3 der selbstadjungierte Operator (A + a)* in D, erklaren und 
es ist MCMUCDCD,; es wird mit unserem wu jetzt |v, — u\| > 0, 
. 1 


(u,—U,»)|| +> 0, n,m -—+ co. Also auch | (A +a)* (u, — u)| + 0, 


(A +a) 
(u, —u, (A +a) (vu, — u)) > 0, (u, —u, A (u, —u)) > 0, n + co. Defi- 


! 
2 


’ j 1 
niert man (v. uv), ((A + a)* v, (A +a)? u) und | u)\, {(u. u)4}°, so 
kann man auch sagen, & liegt dicht in & mit der Metrik |u| ,. Da A +ainY 
wesentlich selbstadjungiert ist, gibt es zu uw aus D eine Folge uv, aus U mit 

u, —u| +O, ||\(A +a) (u, — u)|| + 0, mn + o. Aber 


} 
> 


((A + a)? (u, —u), (A + a)* (u, — u)) =(u, — u, (A + a) (Uy u)) 





u,—uU (A +a) (u, —u)|| + 0, n + oo. Also auch||(A +a)? (wu, — u)|! > 

> O,n + o. Also liegt U dicht in D mit der Metrik ||u||,. Und natirlich auch 

. ! 

Din D,. Also liegt MA in D, dicht mit der Metrik u||,4 oder: (A + a)’ 
? z 


in Uist wesentlich selbstadjungiert. Ein hinreichend selbstadjungierter Opera- 
tor A in & kann demnach nur eine einzige zugehérige wesentlich selbst- 
adjungierte Fortsetzung haben, die zugleich selbstadjungiert ist, eben A in D. 

Wenn A in & hinreichend selbstadjungiert ist, dann laBt sich die in A 
erklarte Form (v, A uv) ,,durch AbschlieBen“ eindeutig auf eine in D, erklarte 
Form (v A u) fortsetzen. (Beachte das Fehlen eines Kommas in (v A u); es 
ist jain D, nicht (v Au) = (v, Au) erklarbar!) Dazu wahle man Folgen u,, rv, 

2 


aus YU mit | u,—u) 4 > 0, | vy, —v\ 4 > O und erklare (v A u) = lim (v,. A ¥,). 


n—> 00 

Es heiBt (v Au) in D, die zu (v, Au) in UM (oder A oder D) gehGrige abge- 
2 

schlossene Form. Es ist (v A u) (v, Au) fir v aus D, und wu aus D. 


> 
Der Inhalt der Definitionen 2 und 3 und des Hilfssatzes 3 und die an- 
schlieBenden Bemerkungen sind wohlbekannt’®). 


*) Vgl. K. Frrepricus Spektraltheorie halbbeschrankter Operatoren und Anwendung auf 
die Spektralzerlegung von Differentialoperatoren. Math. Ann. 109, 465—487 (1934). 
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Hilfssatz 4. Es seien A in U, B in B selbstadjungiert und nach unten 
halbbeschrankt und (vp Au) in&,, (v Bu) in B, seien die zugehérigen abge- 


z L 
schlossenen Formen. Es sei U, in B, enthalten und (u Au) = (u Bu) fiir 
3 
u in%,. Wenn dann c eine Zahl ist, fiir welche (u, (A +c) u)>0 in Y und 


(u,(B+c)u)>0 in ® ist, wihrend R=(A + c)-!, S=(B+4+c)-' be- 
schrinkte Operatoren in { sind, dann gilt (f, Rf) < if, Sf) fiir alle f aus §. 


Beweis. Wir setzen A+c=P, B+c=Q, dann wird (uQu) < 
(u Pu) fiir alle u aus &,. Wegen (u Qu) > 0 fiir u aus B_ ist |(vQu)? < 


3 
<(uQu) (vQv) <s (u Pu) (vQv) fiir alle u aus A,, v aus B,. Wir wihlen 


u=—Rf und v= Sf, f beliebig aus §. Dann liegt in W und vin $. Also 
(v Qu) =(Qv, u), (&e Qv) = (Q»v, v), (u Pu) =(Pu,u) und daher |(Q v, u)/? < 
(Pu,u)-(Qv,v) oder |(f, RAZ SLR - Sf, dh. f, Rf) < (f, Sf) 
fiir alle f aus §. 
Definition lb. Es seien A in U und B in B selbstadjungiert und (nach 
unten) halbbeschrinkt. Dann heiBt A > B, wenn gilt: 1.) Fiir die zugehérigen 
abgeschlossenen Formen (v Au) in YU, und (v Bu) in B, ist w, i Mae 


1 

2.) Fiir alle u aus MA, ist (u Au) = (u B u). : 
Wir beweisen die Aquivalenz der beiden Definitionen la und 1b. Seien 
zunichst die Voraussetzungen der Definition 1b erfiillt. Dann gibt es eine 
Zahl c, so daB (u, A u) + ¢ (u,u) > (u, u) fiir u aus WA und (v, Bv) + c(v,v) => 
(v, v) fiir v aus 8 wird. Mit diesem c sind R = (A + c)~! und S=(B+¢)7! 
beschrinkte Operatoren, fiir die (f, R f) < (f, S f) fiir alle ¢ aus © gilt (Hilfs- 
satz 4). D.h. aber alle Bestimmungsstiicke der Definition la sind erfillt. — 
Sei nun umgekehrt A > B gem&B der Definition la. Dann sind A und B 
halbbeschrinkt nach unten und mit einem geeigneten c ist A +c 20, 
B+c2>0; R (A + c)—!, S =(B-+ c)~! sind beschrankt und (f, Rf) < 


i | ] 
(f, Sf). Wegen R>O, S=>O kann man R = R® - R?, S = S*-S? setzen 
i] 1 
und erhalt ||R* f!| < ||S? f||. Der Wertbereich von R® ist daher in dem 
1 1 1 
von S* enthalten!*). Offenbar ist (A +¢)* die Reziproke von R! und (B+ c)°* 


1 
die von S*. Also ist der Definitionsbereich &, von (A + c)! in dem Defi- 
3 


1 1 
nitionsbereich 8, von (B +4 c)? enthalten. Aus ||R* {|| < | S* {|| wird fir 


oe 


v aus B, und f = (B+ c)t » offenbar ||R* (B +)? v|| <|\v||. Also 
(v, (B + c)? kr? g)\ = (R? (B+ c)? v,g) s|\v | |\g)| fir v aus 8, und g aus 
; da B, in © dicht liegt, gilt die Ungleichung (v, (B + c)? R?® g) s/'v)\ lg 
sogar fir alle v aus §. Mit v=(B + c)? Rr? g wird (B+e)? R? gisiig 


1 1 J o 
und mit g (A +c)? u auch |(B +c)? ui} <|(A + c)? u| fiir alle u 
aus &.. Das bedeutet aber, (vu Bu) < (u Au) fir alle uv aus Y,. Damit ist 
BD} 


die Aquivalenz der Definitionen la und 1b vollstandig bewiesen. 


10) Hilfssatz 8 von Stérungstheorie der Spektralzerlegung V. Math. Ann. 118, 480 
(1942). 
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Definition 4. Es seien A in U und B in B wesentlich selbstadjungiert 
und nach unten halbbeschrinkt. Dann heiBt A => B, wenn diese Beziehung fiir 
die selbstadjungierten Fortsetzungen von A bzw. B gemaépB Definition la oder 
lb erfiillt ist. 

Wenn A und B wesentlich selbstadjungiert sind und gleichzeitig A > B 
und B=A gilt, dann sind die selbstadjungierten Fortsetzungen von A 
bzw. B identisch. Beweis sofort aus Definition 4 und Definition 1b. 


Satz 6. Hs seien A und B selbstadjungiert, und es sei A> B. Die (von 
oben stetige) Spektralschar von A heiBe E,, die von B heife F,. Dann gilt: 


1.) Wenn « ein Intervall a(S) AS) a, und B ein Intervall B.S) u(S) By 
(unendlich lange und punkt{érmige Intervalle zugelassen ) bedeutet, dann kann nicht 
a ganz unter B liegen (das soll heiBen: es kann nicht 2 < p fiir jedes haus a und 
jedes x aus f gelten), sobald der zu « gehdrige Spektralraum von A mit dem zu B 
gehérigen Spektralraum von B ein von Null verschiedenes Element gemeinsam hat. 

2.) Bedeutet 1* den kleinsten Hiiufungspunkt des Spektrums von A und pu* 
den von B, dann ist A* > u*. Wenn A* = w* =v und wenn das Spektrum 


von A unterhalb vy genau aus den Punkten 4, <1,5.--- besteht, dann 
besteht das Spektrum von B unterhalb v genau aus den Punkten 1, < Me : *; 
und es ist Uy < Ay, 1 1,2,.... Hier ist Us + co zugelassen. 


Dieser Satz ist eine allgemeine Formulierung von Tatsachen, die 
insbesondere durch Arbeiten von Courant und FriepricHs wohlbe- 
kannt sind. 


Beweis. 1.) Wegen A > B ist nach Definition 1b auch (u A u) => (u Bu) 


fiir jedes u aus M,, also f Ad(E,u,u) => fwd (F,u,u). Bezeichne E (a) 

bzw. F (8) die Projektion, die zu dem Intervall « bzw. 8 gehért und gebe es 

ein gp +0 mit gp = E (a) p =F (f) g, dann [Ad(E, 9.9) = / ud (Ff, &, @), 
a p 

also a, = f,, wobei sogar a, > /, ist, wenn entweder A = a, oder yu By 


nicht zu « bzw. Pf gehdrt. Also kann nicht « ganz unter / liegen. 

2.) Ware A* < u*, dann wihle man ein pv’ mit A* < pw’ < w*. Damit ¢ 
im Spektralraum von B zum Intervall p’ < uw < liegt, geniigt es, daB ¢ 
orthogonal steht auf den endlich vielen Eigenfunktionen von B, deren Eigen- 
werte kleiner gleich uv’ sind. Der Spektralraum von A zum Intervall — 0 < 

- A <u’ ist aber unendlichdimensional, enthilt also ein solches gm + 0. Nach 
1. Widerspruch. — Sei nun 4* = u* = ». Es seien A, 5 A, S--- SA, < valle 
Punkte des Spektrums von A (mehrfache mehrfach gezihlt), welche 2 = An 
nicht iibersteigen. Es sei u’ < y eine solche Zahl. daB der Spektralraum von 
B zum Intervall — oo < yu < py’ héchstens (nm — 1)-dimensional ist. wihrend 
er zum Intervall — «© <<" mindestens n-dimensional ausfallt fir 
jedes ux” > pw’. Dann gibt es in dem Spektralraum von A zum Intervall 
—wo<Asi, ein » +0, welches zugleich im Spektralraum von B zum 


Intervall «u’ < u < liegt, also 4,> yu’. Da demnach yp’ < » ist, muB yp’ 
nach Definition ein Eigenwert von B sein. Wir setzen yu’ =u, und haben 
Un <A Es gibt offenbar Eigenwerte m,<,<--* Sfa—1 von B mit 
Mn—1 My Denken wir 4, </,,..., lin—1 S An—1 Schon bewiesen, so haben 


wir nun auch yy, < A, fir k =n gezeigt. Wenn A unendlich viele Eigenwerte 
A, <4. <--- unter » besitzt, dann auch B. 
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Satz 7. Es sei A inY und B in $ wesentlich selbstadjungiert (Definition 2) 
und nach unten halbbeschrinkt. In einem A und B gemeinsamen Teilraum FI 
sei A hinreichend selbstadjungiert (Definition 3) und (u, Au) => (u, Bu) fiir u 
aus X. Dann ist A = B (Definition 4). 


Beweis. Es seien (vA u) in &, bzw. (v Bu) inB, die zu (v, Au) in A 


bzw. (v, Bu) in B gehérigen abgeschiossenen Formen. Wir wollen zeigen 

4, CB,. Sei also u Element von U%,. Dann gibt es eine Folge u, aus T mit 
z 2 3 

u 


2 
n—U\| > 0, (uy—Um, A (u,—Um)) > 0, n,m > oc. Die wu, liegen aber 
auch in $, auBerdem ist (u, —u,,, A (Up —Up)) Sj (Uy — Um, B (uy, —Um)) > 9, 
n,m oo. Also liegt wu auch in B,, dh. YM, CB, und (u Au)=>(u Bu) 


3 
fiir alle u aus 4). Nach Definition 4 bzw. 1b ist A > B, womit Satz 7 


i 


bewiesen ist. 


Von diesem Satz 7 machen wir eine Anwendung auf die Operatoren A 
ae <#< 2, wie sie in Satz 5 definiert sind. Schreiben wir A, fiir A 
in M,, dann werden wir beweisen A,= Ay, fir 0< #< 2. Dazu bemerken 
wir, daB A, in A, und A, in A, wensmblich selbstadjungiert und nach unten 
halbbeschrinkt sind. In dem sowohl in A, als auch in YA, liegenden Teilraum T 
(vgl. Satz 5) stimmen A, und A, iiberein. Nach Satz 5 ist A, in T hinreic hend 
se hetedjunaiert. Also sind alle Vorausse tzungen von Satz 7 erfiillt und A, > A, 
fir 0 < # <a ist bewiesen. Die ,,ausgezeichnete‘* Randbedingung peat 
also den Operator maximal. Wire umgekehrt A, = A, fiir ein festes t aus 
0<t< a2 und alle 9+rT aus 0<#@ <2, dann wiirde fir die selbstadjun- 
gierten Fortsetzungen von A, und Ay, falls t+ 0 wiire, sowohl A, => A, 
als auch Ay > A,. also Ay = A,, also 0 = T gelten. Diese Charakterisierung 
der ausgezeichneten Randbedingung ist deshalb niitzlich, weil sie gemaB Satz 6 
direkt Schliisse auf das Spektrum gestattet. 


=) 


Eine andere Anwendung von Satz 7 zeigt 


Satz 8 "). Es seien q(x) und Q(x) in 0< x < & sStiickweise stetig und 
Q(x) >q(x). Es gebe in 0 < x < co ein vollstiindiges orthogonales und nor- 
miertes Funktionensystem yw, (x) mit — wr + 94 (X) Wn = Mn Yw Yn (0) cos a + 

yn (0) sina =0, n=1,2,--- und mS u,gS-++ Spy > ©, N > ©D,~ 

Dann liegt sowohl fiir —u"’ + q(x) u =A 4u, als auch fiir —u" + Q(x)u = 

Au bei x = + co der Grenzpunktfall vor. Das Spektrum von 


—u’'+Q(xz)u=Au, u(0)cosa+u’ (0)snzxz=0, OS r<@ 
ist diskret, und bei Anordnung der LHigenwerte A, nach ihrer GréBe gilt 
Ae EE es Oe Bs 


3eweis. Der Operator Bu = —u'’ + q(x)u ist wesentlich selbst- 
adjungiert im Raum aller iteies Sineeslieaniiiaaies der y,, Ye --- 
Wir setzen ihn durch AbschlieBen fort zu einem selbstadjungierten Operator B 
in D,. Bezeichnet U, die ( ,esamtheit der Funktionen u (2), fiir diein 0 < x < c 
gilt: wu, u’ stetig, u’’ ieee stetig, uw = 0 in einer Umgebung von x = o, 
u (0) cos a + u’ (0) sina = 0, dann %, 2. Denn sei w(x) in M,. Wegen 





4) TrrcumarsH, E. C.: Some theorems on perturbation theory, Proc. R. Soc., 
London, A 200, 34—46 (1949), insb. §5, S. 38. Das Analogon zu diesem Satz fiir den 
regularen Fall ist wohlbekannt, vgl. CouraNntT-HILBERT loc. cit. 3 8.357 Satz 7. 
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x ~ n 
fi wtdx<o, ([|\Bwtdxr<o gilt u= >) c¢y,>+w, n> co und 
0 0 vy=l 
n 
by, > Bw,n > oo. Dabei ist ec, (y,,wv,) und b, = (y,, Bw) 
, 1 
x 2 9) x 
SP(—w"+qujydz f(—y'+¢y,)wdxr=A, fy,wdr=i,c,. 
0 0 0 


Also w, > w, Bw, > Bw, d.h. aber w liegt in D,. Es ist B in D, halbbe- 
schrankt, weil lim p,, »o. Also auch in U,, also B halbbeschrankt schlecht- 


n— co 
hin. Auf Grund der Bemerkung im letzten Absatz von §2 (mit k = p= 1) 
liegt fiir —u’’ + q(x) u = Au bei x =oco der Grenzpunktfall vor. Der Opc- 


rator A u u’’ + Q(x)u ist fir wu aus UW, erklirt und erfillt die Be- 
ziehung (u, A u) > (u, Bu) fiir alle u aus Y,. Also ist auch A halbbeschrankt, 
also liegt (vgl. letzten Absatz von § 2) auch fiir — u”’ + Q(2)u Au bei 
x © der Grenzpunktfall vor. Da z + co fiir beide Differentialopera- 


toren Grenzpunktfall ist, so sind A und B nach Satz 1 in W, wesentlich 


selbstadjungiert. Nach Satz 7 (mit A= 8 =F =W,) gilt daher A > B. 


Nach Satz 6 ist A* + co der kleinste Haufungspunkt von A, d.h. A 
hat ein diskretes Spektrum 4, < A, S--- <A, > ~, n > o, und es gilt 
int ie a - a 


§ 7. Gegenbeispiele. 


Wir zeigen durch ein Beispiel, daB sehr wohl zu jeder (der in § 1 besproche- 





™m 
nen) Randbedingungen ein u (x) gehéren kann, fiir welches [{ (p|u’|* + q|u|*)d x 
" el 
nicht existiert, obwohl der Operator halbbeschriinkt ist. 
Das Beispiel ist 


(18) — ~ aes = )u Au, 0<2z< a 





4x? 4 (xlog x)? 2 
also p (2x) k (x) l, q(x) =-— a l1=0, m 2. 
ey ; : = 42x 4(xlogz)?’ =” ee 


, l . , : . . 
Bei x=- verlangen wir irgend eine Randbedingung der Form 


oo + 

u x) cos 9 + u ( >) sin 7 = 0. Zur Formulierung der Randbedingung bei 

x = 0 stellen wir zuniachst fest, daB (18) fiir 4 = 0 das Fundamentalsystem 
(19) w (x) = x* (log l\i » (x) = 2" (log 1\3 log log : 
\ 3] , ¥ a a EB 


besitzt, fir das w’ y — yw’ w = 1 ist. Also liegt bei x = 0 der Grenzkreisfall 
vor und als Randbedingung bei z = 0 nehmen wir 


u,cos?+u,sn®?=0. Of <2, 


wenn UW», u, die Anfangszahlen von u (x) in bezug auf yp (x), w (x) bei x = 0 

sind. Bei beliebig, aber fest gewahlten 7, # sei M die Gesamtheit der u (zx), 

die den genannten Randbedingungen geniigt. Wir werden zeigen: es gibt 
1 


a e . . z l l o\ 
WH e ‘Ichea Sh,,l2 \ 2 ae 
in M ein u (x), fiir welches lim J | | — —_ z) |u| rq x x 


e—Ue 


ist, obwohl A halbbeschrinkt ist. 
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Die Halbbeschranktheit von A in & ist nach § 4 gesichert, wenn A halb- 
beschrankt ist fir alle u (x) aus W (also u, die in der Umgebung von x = 0 


S 4 . A : ; 
und z 3 identisch verschwinden). Fiir solche u (x) ist aber 
(u, A u) = a (- ua” : u otal —u\jdz= 
= + j 4x? 4 (x log x)? ai 
ry l 1 
-_ pe ee 
J o oz" 2alogz dz, 


also (u, Au) =O, also A halbbeschrinkt. Natiirlich hatte die Halbbe- 
schranktheit auch nach Satz 2a aus der Tatsache gefolgert werden kénnen, 


/ l ‘ . 
daB w(x)inO<2< 3 nicht verschwindet. 





ns , ; 1 
Wir greifen nun aus & folgende Funktion u (x) heraus. InO0 <2< 7 soll 
, . a l : 3 
u (x) = sin ? p (x) — cos 8 w(z) sein, und in q<7*<F soll « (x) irgendwie 
(reell) so festgesetzt werden, daB die -Gesamtfunktion in 0 < z< ; zweimal 
stetig differenzierbar ist und die Randbedingung auch bei x =->- erfiillt. Um 
1 
} 
* J ,/2. Be 5 l 2| = —_— ‘ . 
im J u La -Trlog 2)? ) u pad x «6 Zu-—séeweelsen, genugt es 
1 
— | = 1 l ) 
oe J y'2 — 2 — 
offenbar im J u (= ot. Telogay u pa x x 
fiir wu (x) sin ? y (x) — cos ? w (x) zu zeigen. Es wird 
1 
ir, l 1 >) 
J } 2 — — er) 
(é) J /* i i Tizlog 2) u pda 
fota l 1\2 f 2 eet 
C + sin? # log e (lo lo 1 +——£—s_——— 
Be> ) a | | loge log « log log ~ f 


ee ee a. l 
— sin 2 8 {> log € log log ad log log -+ cos? # > log é, 


wo C nicht von e abhingt. Also auch 


, Y 4 1 f 3 i | : 
J (e) =C+ 2 log € - cos # + sin # log log—(1 = 





+ sin? # (log 2 ao —geinenil gine ovine 
; Se) \” loge  logte * loge log log + f° 


Fir #=0 ist J(e) =C+ - loge +>— ~, e > 0. Fir 0<%< = ist 
’ er \3 l 1 :; 
J (e) SC + sin?® 9 (log log =} nah —~+ + : > — oo fiir e > 0. 
é \ - 2 log « log log =. 





Damit ist die Behauptung erwiesen. 

Bei dem angefiihrten Beispiel liegt am singuliren Ende der Grenzkreis- 
fall vor. Wenn aber der Grenzpunktfall gegeben ist, dann darf man sich 
nach Satz ] auf Funktionen beschranken, die in der Umgebung des singularen 
indes identisch verschwinden, und fiir solche Funktionen existiert natiirlich 


m 


m 
[ (p u'? + q u'?)d x, insbesondere wird f[ (p ju’ |? + q | w |?) dx = (u,Au), 
l l 
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wenn an beiden Enden der Grenzpunktfall vorliegt und man fir u irgend 

eine Funktion aus dem Teilraum & nimmt, in dem A nach Satz 1 auch 

noch wesentlich selbstadjungiert ist. Man kénnte daher denken, da wenig- 

stens wenn bei x =/ und bei x = m der Grenzpunktfall vorliegt, bereits im 
m 

urspriinglichen Raum ® das Integral { (p|u'|* +q\u*)d a existiert und 
i 

gleich (u, A u) ist. DaB dem nicht so ist, lehrt das folgende Beispiel, das ich 

Herrn Moser verdanke: 


Au=—u" + q(z)u=Au, 0<24< oc mit 
9 ; 4 . 4 
2 » sine oe 
q (x) = = — 4 2 + 16 o*§ >. 
a x? 2+ cos2z* § 2 + cos z* 


Fiir 4 = 0 hat man eine Lésung u, (x) = z~! (2 + cos x*) und eine andere 

Lis : Fa —20)d 1fp.tg l . L) ¢: , 

SUNG Vp (Z) Ue (x) J Uy (tjjdt=>z J {- 9 ét= 27 (x -—— = a <> i. 
- ! 

Also f v2 (x)dx © und / u2 (x)dzx ©. Also Grenzpunktfall bei x = 0 
1 0 

und bei x ©. Da uy, (x) keine Nullstellen in 0 < x < o hat, so ist A halb- 

beschrankt (Satz 2a). Wir wahlen fiir u(x) eine in VU < x < co zweimal 

stetig differenzierbare reelle Funktion, die in 0 < x < ~ identisch verschwin- 


det und fiir 1 < x mit uy, (zx) zusammenfallt. Dann ist f{ u 


9 


(x) dx < o und 


f (Auda J (—u" +quPdx<o. Also liegt u(x) in B. Aber 
9 1 

a 
lim / (u’? + qu*)d2 existiert nicht, weil sonst lim uw, (a) uo (a) existieren 
&«~-=x 0 a—-> 20 


miiBte, was wegen WU, U4 — z~* (2 + cos x)? — 4 x (2 + cos 2%) sin 24 


nicht der Fall ist. 


( Eingegangen am 11. Marz 1950.) 


Math. Annalen, Bd. 122, 8. 369—389 (1951). 


Beweistheoretische Erfassung 
der unendlichen Induktion in der Zahlentheorie. 


Von 
Kurt Scutrre in Gottingen. 
Einleitung. 
§ 1. Das Kodifikat. 
§ 2. Herleitungs-Umwandlungen. 
§ 3. Eliminierbarkeit der Schnitte. 
§ 4. Herleitungen der transfiniten Induktion. 


§ 5. Minimalordnungen der !nduktions-Herleitungen. 
§ 6. Endliche Teilkodifikate, -Vollstandigkeit. 


Einleitung. 


Die beweistheoretische Erfassung einer mathematischen Theorie erfolgt 
durch ein ,,Kodifikat’!), d. h.. durch ein System, welches nicht nur die mathe- 
matischen Beziehungen, sondern auch alle in der betreffenden Theorie auf- 
tretenden logischen SchluBweisen formal darstellt. Der Beweis eines mathe- 
matischen Satzes erscheint in einem Kodifikat als eine nach bestimmten 
Regeln aufgebaute Anordnung von Zeichen, eine sog. ,,Herleitung’*. Auf Grund 
der Endlichkeit unseres Denkens enthalt jeder mathematische Beweis nur eine 
endliche Anzahl von Schliissen. Diese Tatsache kommt in den Kodifikaten, 
welche nur endliche Herleitungen beriicksichtigen, zum Ausdruck. 

Es gibt jedoch Griinde, welche auch fiir die Heranziehung von Kodifikaten 
mit unendlichen Herleitungen sprechen, und zwar besonders fiir die Verwendung 
der ,,unendlichen Induktion**. Damit ist die SchluBweise gemeint, welche aus 
der fiir jede einzelne Zahl bestehenden Giiltigkeit eines Satzes die entsprechende 
All-Aussage folgert?). Bei Verwendung dieser SchluBweise mit unendlich 
vielen Praimissen werden die Herleitungen zu unendlichen Zeichen-Anord- 
nungen. Aber auch solche Kodifikate lassen sich mit der Endlichkeit unseres 
Denkens in Einklang bringen. Es ist namlich nur zu verlangen, daf die unend- 
lichen Herleitungen immer in bestimmter Weise gesetzmaBig aufgebaut sind, 
so daB sie sich auf Grund dieser GesetzmaBigkeit eindeutig beschreiben lassen. 
Die Endlichkeit unseres Denkens kommt dann zwar nicht in der Herleitung 
selbst, wohl aber in der metamathematischen Erfassung der Herleitung zum 
Ausdruck. 

Die Kodifikate, welche die unendliche Induktion enthalten, zeichnen sich 
gegeniiber den engeren Kodifikaten, in welchen nur endliche Herleitungen 
zugelassen sind, besonders durch ,,w-Vollsténdigkeit’ aus. Die -Unvollstan- 
1) Bezeichnung nach ARNOLD Scumipt (Math. Grundlagenforschung, Enzyklopadie 
der math. Wissenschaften, 2. Auflage, Bd. I, Heft 2), sonst zum Teil auch als ,,Formalis- 
mus‘ bezeichnet (HILBERT-BERNAYS, Grundlagen der Mathematik). 

?) Ein entsprechendes SchluBschema findet sich u. a. bei Hitpert: Die Grundlegung 
der elementaren Zahlenlehre, Math. Ann. 104 (1931). 
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digkeit, welche nach G6DEL*) in jedem hinreichend ausdrucksfahigen*) engeren 
Kodifikat vorliegt, besteht darin, daB es immer eine in dem Kodifikat nicht 
herleitbare generelle Zahlen-Aussage gibt, welche dagegen fiir jede einzelne 
Zahl hergeleitet werden kann. Diese ™-Unvollstindigkeit wird durch die 
unendliche Induktion gerade aufgehoben. 


Einen weiteren Vorteil bietet die unendliche Induktion dadurch, daB die 
Herleitungen bei Hinzunahme dieser SchluBweise auch in Kodifikaten, welche 
die Zahlentheorie umfassen, im Sinne von GENTZEN *) umweglos gefiihrt werden 
kénnen, d.h. daB sich das SchluBschema der ,,Schnitte* eliminieren laBt. 
Dies wurde zuerst von LORENZEN in einem Widerspruchsfreiheitsbeweis der 
verzweigten T ypenlogik*) nachgewiesen. 

Im folgenden wird ein Beweis der Schnitt-Eliminierbarkeit fiir ein zahlen- 
theoretisches Kodifikat’), das die unendliche Induktion enthalt, gegeben. Bei 
bestimmten Beschrinkungen in der Anwendung der unendlichen Induktion, 
wobei allerdings die «-Vollstandigkeit entfillt, verlauft dieser Beweis auf 
Grund einer konstruktiv zu gestaltenden transfiniten Induktion. Insbesondere 
ergibt sich fir den von GENTZEN als widerspruchsfrei nachgewiesenen Bereich 
der ,,reinen Zahlentheorie**) auf diesem Wege ein Widerspruchsfreiheitsbeweis, 
welcher eine Verbindung zwischen den entsprechenden Beweisen von GENTZEN 
und LoRENZEN ®) herstellt. Die in dem Widerspruchsfreiheitsbeweis von GENT- 
ZEN angewandte Zuordnung von Ordnungszahlen zu den Herleitungen 
lockert sich hierbei auf. indem der Begriff der ,,Héhe** einer Herleitungs-For- 
mel entbehrlich wird. Die Ordnungszahlen geben hier in einfachster Weise 
die Starke einer Herleitung wieder. Es ist unmittelbar zu ersehen, daB zum 
Widerspruchsfreiheitsbeweis die transfinite Induktion immer bis zu einer 
e-Zahl angewendet werden muB, weil naimlich die Herleitungen durch die 
Schnitt-Beseitigungen entsprechend kompliziert werden. Fs scheint mir da- 
her, daB die Zusammenhiange auf dem zuerst von GENTZEN beschrittenen Weg 
durch die Heranziehung der unendlichen Induktion besonders klar hervor- 
treten. Die hier zugelassene Unendlichkeit der Herleitungen enthialt in den 
gesteckten Grenzen keine besondere Problematik, sondern ist gerade dem hier 
vorliegenden Sachverhalt angemessen. 

Auch die Fragen, welche mit der formalen Herleitbarkeit der transfiniten 
Induktion zusammenhiangen, lassen sich an Hand des hier entwickelten Kodi- 
fikats beantworten. Nimmt man die transfinite Induktion bis zu einer Zahl « 
als Grundformel auf, so ist die transfinite Induktion bis zur nachsten auf « 
folgenden e-Zahl nicht mehr durch eine endliche Anzahl von Schliissen zu 
beweisen, wohl aber bis zu jeder kleineren Zahl. Damit ist eine Ausweitung 


*) Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und verwandter 
Systeme. Mh. Math. Phys. 28 (1931). 

*) Es wird vorausgesetzt, daB die rekursive Zahlentheorie und die elementaren logi- 
schen Gesetze in dem Kodifikat enthalten sind. 

5) Untersuchungen iiber das logische SchlieBen. Math. Z. 39 (1934). 

©) Erscheint im J. Symb. Log. 

*)} Dieses Kodifikat ist aufgebaut auf dem Kalkiil K, meiner Arbeit: SchluBweisen- 
Kalkiile der Pradikatenlogik, Math. Ann. 122 (1950). 

*) Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie, Math. Ann. 112 (1936). 

Neue Fassung des Widerspruchsfreiheitsbeweises fiir die reine Zahlentheorie. For- 
schungen zur Logik und zur Grundlegung der exakten Wissenschaften, Heft 4, 1938. 

‘) Gemeint ist der im Widerspruchsfreiheitsbeweis der verzweigten Typenlogik ent- 
haltene Sonderfall der Zahlentheorie. 
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der Untersuchungen gegeben, die GENTZEN iiber die transfinite Induktion 
bis zur ersten e-Zahl durchgefihrt hat?®). 

In einer folgenden Abhandlung") wird ein Kodifikat der Analysis auf der 
Grundlage der verzweigten Typenlogik (ohne Reduzibilitétsaxiom) behandelt 
und eine finite Darstellung der hier benutzten Ordnungszahlen!*) und der bei 
den Induktions-Herleitungen verwendeten Funktionen nachgeholt. 


§ 1. Das Kodifikat. 

Als Grundzeichen dienen 

a) das Symbol 0, 

b) kleine lateinische Buchstaben zx, y, z, .. . fiir ,,gebundene Zahlvariablen“, 

c) Zeichen fiir ,,.Funktionen“ (mit einer oder mehreren Argumentstellen), 
darunter das ,,Strichsymbol“ (als Zeichen fiir eine Funktion mit einer Argu- 
mentstelle), welches den Nachfolger t’ von t reprisentiert, 

d) Zeichen fiir ,.Pridikate’* (mit einer oder mehreren Argumentstellen), 
darunter das ,,Gleichheitszeichen“ (als Zeichen fiir ein Praidikat mit zwei Ar- 
gumentstellen), 

e) die ,,logischen Zeichen“ \/ , —, (°). 

,. Terme werden folgendermaBen aufgebaut: 

a) Das Symbol 0 ist ein Term. 

b) Eine Funktion mit Termen als Argumenten ist ein Term. (Insbesondere 
ist t’ ein Term, wenn t ein Term ist.)}*) 


,.Primformeln“ sind Pradikate mit Termen als Argumenten. 


,.Formeln** werden folgendermaBen aufgebaut: 


a) Jede Primformel ist eine Formel. 

b) Sind A,B Formeln, so ist auch AY VB eine Forme! (die Disjunktion: 
UW oder B**). 

c) Ist & eine Formel, so auch A (die Negation: ,,nicht XA“). 

d) Ist M& (t) eine Formel, welche die gebundene Zahlvariable x nicht enthalt, 
so ist auch (x) Y& (x) eine Formel (,,Fiir alle x gilt Of (2)*‘*)#4). 

Als Mitteilungszeichen fiir Formeln dienen groBe deutsche Buchstaben, 
fiir Terme kleine deutsche Buchstaben. 

Die speziellen Terme 0, 0’, 0’,..., welche das Strichsymbol als einziges 
Funktionszeichen enthalten, werden als ,,Ziffern‘* bezeichnet. 

Fiir die im Kodifikat zugelassenen Funktionen soll ein allgemeines Berech- 
nungsverfahren vorliegen, so daB zu jeder Ziffernbesetzung der Funktions- 
Argumentstellen eindeutig eine Ziffer als betreffender ,,Ziffernwert’ ermittelt 
werden kann. Durch wiederholte Einsetzungen dieser Werte lat sich dann 
auch zu jedem beliebigen Term eindeutig ein Ziffernwert bestimmen. 

Fir die Pridikate des Kodifikats soll ein allgemeines Entscheidungsver- 
fahren beziiglich einer logischen Wertung vorliegen, so daB zu jeder Ziffern- 
besetzung der Priadikaten-Argumentstellen eindeutig ein ,,Wahrheitswert’ 

'°) Beweisbarkeit und Unbeweisbarkeit von Anfangsfallen der transfiniten Induktion 
in der reinen Zahlentheorie. Math. Ann. 119 (1943). 

‘t) Beweistheoretische Untersuchung der verzweigten Analysis. 

'2) Bis zur ersten kritischen e-Zahl. 

8) Freie Zahlvariablen werden in diesem Kodifikat nicht bendtigt. 

4) Fiir z kann hier auch jede andere gebundene Zahlvariable stehen. 
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(,,richtig oder ,,falsch*) ermittelt werden kann. Insbesondere habe y = 4 
den Wahrheitswert ,,richtig*, wenn die Ziffern », 4 tibereinstimmen, sonst den 
Wahrheitswert ,.falsch**. Die Wahrheitswerte lassen sich unter Beriicksichti- 
gung der Ziffernwerte der Terme in entscheidbarer Weise auf alle Primformeln 


iibertragen. D. h. der Wahrheitswert einer Primformel § (t,, . . ., t,,) soll gleich 
dem Wahrheitswert von § (%,,..-, §,) sein, wenn 4)... .-, §, die Ziffernwerte 
von t,,..., t, sind. 


Als ,,Grundformeln****) gelten 


a) ,.richtige’* Primformeln, 
b) Negationen von ,,falschen“* Primformeln. 


Folgende ,,Schliisse“* werden in dem Kodifikat zugelassen: 


I. Umformende Schliisse**) 











MYVYAVBVR b) AVAVR 
a) 3 ) = 
YRVBV AVR Wy N 
(Vertauschung) (Zusammenziehung) 
II. Aufbauende Schliisse 
N AVN BvR AVN 
a) ‘an, b) AAs we AAS c) = . 
MyM AvBvR AVR 
(Abschwachung) (KompositionsschluB) (NegationsschluB ) 
Ut) VMN M (3) \V N fiir jede Ziffer 3 
°) zy) Xie VR : (x) Mix) vy ® 
( BindungsschluB) (unendliche Induktion) 


III. Schnitt 
MYA Ave 
— MVR 





Die mit M,N bezeichneten Formelglieder sind die ,,Nebenglieder** (welche 
auch fehlen diirfen), die tibrigen die ,,Hauwptglieder** der betreffenden Schliisse. 
Das Hauptglied & eines Schnittes ist das ,,Schnittglied*. 

Als ,,Grad eines Schnittes‘* bezeichnen wir die Anzahl der logischen Zeichen, 
welche in der Negation & des Schnittgliedes auftreten. Der Grad eines Schnittes 
ist also mindestens 1. 

Unter einer ,,Herleitung’ der Formel € verstehen wir eine konstruktiv 
aufgebaute (evtl. unendliche) Figur von Formeln der Art, daB am unteren Ende 
der Figur die Formel ©, an den oberen Enden nur Grundformeln stehen und 
der Zusammenhang iibereinanderstehender Formeln immer der eines Schlub- 
schemas ist. Die Anzahl der in einer Herleitungs-Formel auftretenden Zeichen 
braucht nicht beschrankt zu sein, sondern kann innerhalb der Herleitung 
iiber alle Grenzen wachsen. Wir setzen aber fest, daB die Grade aller Schnitte 
jeder einzelnen Herleitung nach oben beschrankt sind, und daB immer ein 


45) Als Axiome anzusehen. 

'*) Die Formeln kann man zunichst etwa als nach rechts geklammert auffassen. Aus 
dem Vertauschungs-Schlu@schema folgt dann nicht nur die Kommutativitaét, sondern 
auch die Assoziativitat. Aus &% \ (8 VY €) ergibt sich namlich durch Vertauschung (bei 
fehlendem Nebenglied %) M \V (€ V B), weiter (bei fehlendem Nebenglied M) € VY (A V B) 
und (bei fehlenden Nebengliedern M, N) (WM \V B) €. Sieht man von den Vertauschungs- 
schliissen ab, so kann man die Formeln allgemein als unabhangig von der Reihenfolge 
ihrer Disjunktionsglieder ansehen und die entsprechenden Klammern fortlassen. 
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endlicher Maximalgrad aller Schnitte der Herleitung feststellbar ist!”). Diesen 
bezeichnen wir als den ,,Grad der Herleitung", falls tiberhaupt Schnitte darin 
vorkommen. Enthialt eine Herleitung keine Schnitte, so soll sie den Grad 
Null haben. 

An die Herleitungen stellen wir noch die Forderung, daB jeder Herleitungs- 
Formel eine Ordnungszahl der I. oder II. Zahlklasse zugeordnet werden kann. 
Die hierdurch bestimmte ,,Ordnung einer Formei‘*, welche von ihrer Stellung 
in der Herleitung abhangt, soll nur an folgende Bedingungen gebunden sein: 

1. Bei umformenden Schliissen haben Oberformel und Unterformel gleiche 
Ordnung. 

2. Bei aufbauenden Schliissen und Schnitten hat jede Oberformel eine klei- 
nere Ordnung als die Unterformel. 

Als ,,Ordnung einer Herleitung* gilt die Ordnung ihrer Endformel"®). 

Innerhalb eines Herleitungsfadens nehmen die Ordnungen der Formeln 
von der Endformel aus iiber jeden nicht umformenden SchluB nach oben ab. 
Da eine abnehmende Folge von Ordnungszahlen immer endlich ist, treten 
in jedem Herleitungsfaden nur endlich viele nicht umformende Schliisse auf. 
Es ist klar, daB auch die dazwischen liegenden umformenden Schliisse nur in 
endlicher Anzahl verwendet zu werden brauchen. Jeder einzelne Herleitungs- 
faden hat dann eine endliche Lange. Aber diese Lingen brauchen innerhalb 
einer Herleitung nicht beschrankt zu sein. 

Durch eine obere Beschrankung der zugelassenen Ordnungszahlen wird die 
Anwendung der unendlichen Induktion in bestimmter Weise eingeengt. Hier- 
durch lassen sich, allerdings unter Verzicht auf w-Vollstandigkeit, gewisse 
Teilbereiche der Zahlentheorie abgrenzen. 

Das Kodifikat enthalt die vollstaéndige Pradikatenlogik. Die hier fehlenden 
logischen Verkniipfungen der Konjunktion, Implikation, Aquivalenz und 
Existenz lassen sich explizit definieren durch 

A&BV=AVB, A+BV=AvB, A~VBH=AvBvAvs 
(E x) U (x) = (x) A(x). 
Alle pradikatenlogisch giiltigen Formeln sind nun leicht mit den SchluBsche- 
maten des Kodifikats aus Formeln der Gestalt & v & schnittfrei herleitbar. 
Jede Formel &% v A, in der A héchstens n logische Zeichen enthilt, ist aber 
bereits mit der Ordnung 2 » + 1 schnittfrei herleitbar. 

Wir beweisen diese letzte Behauptung durch Induktion nach n. 

1. Ist nm = 0, also & eine Primformel, so ist YM entweder ,,richtig’ oder 
,,falsch“. Dann stellt entweder &% oder & eine Grundformel dar, aus der in 
jedem Falle durch Abschwaichung & vy & mit der Ordnung 1 herleitbar ist. 

2. Es sei n > 0, und die Behauptung mége fiir Formeln mit weniger als n- 
logischen Zeichen gelten. Y& hat als Nicht-Primformel eine der Gestalten 

17) Bei dieser Beschrankung bleibt die vollstandige Induktion noch in voller Allgemein- 
heit herleitbar, und es ist, wie in § 6 gezeigt wird, die sog. ,,reine Zahlentheorie“ in dem 
Kodifikat enthaiten. 

18) Hiernach kénnen auch unendliche Herleitungen eine endliche Ordnung haben, 
wenn namlich bei den darin auftretenden unendlichen Induktionen die Oberformeln immer 
beschrankte endliche Ordnungen besitzen. Gehért zu den Oberformeln einer unendlichen 
Induktion eine ansteigende Folge von Ordnungen, so kann als Ordnung der Unterformel 
die entsprechende Limeszah! genommen werden. Es kann stattdessen aber auch jede 


gréBere Ordnungszahl gewahlt werden, da die Ordnungsbedingungen nur untere Grenzen 
fiir die Ordnungen festlegen. 
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a) WM Vv A, b) B ce) (x) € (x). 


Dabei enthalten %,, U,, 8, € (4) weniger als n logische Zeichen. Nach In- 
duktionsvoraussetzung gibt es Herleitungen fiir 


a, vw, Hv WU, B vB, C(s) v C (4) fiir alle Ziffern 4 


mit Ordnungen <. 2 (n 1l)-+ 1 2n a 

Im Falle a) erhalten wir durch Abschwichungen w, YM v A, 
Ww, 4, V UM, und durch KompositionsschluB Y, vy A, vy A, V A, mit 
einer Ordnung (2 n l+2=>2n+1. 

Im Falle b) erhalten wir durch einen NegationsschluB § /B, d.h. (nach 
Vertauschung) & VY W mit einer Ordnung < 2 n. 

Im Falle c) sind die Formeln € (3) v € (3) fiir alle Ziffern 3 mit Ordnungen 

2n 1 herleitbar, woraus durch Bindungsschlu8B (x) € (x) \, € (4) und 
durch unendliche Induktion (x) € (x) / (x) © (x) mit einer Ordnung 

(2 n 1) +2=2n-+41 herleitbar ist. 


Damit ist gezeigt, daB alle Formeln M% VY A mit endlichen Ordnungen 
schnittfrei hergeleitet werden kénnen. Hiernach lassen sich auch alle sonstigen 
praidikatenlogisch giiltigen Formeln mit endlichen Ordnungen schnittfrei her- 
leiten. 


§ 2. Herleitungs-Umwandlungen. 


Wir stellen zunachst fest, daB eine Herleitung der Formel Y (8) ohne Ord- 
nungs- oder Gradinderung in eine Herleitung von Y (t) umgewandelt werden 
kann, wenn die Terme $,t gleichen Ziffernwert haben. Diese Umwandlung 
geschieht, indem alle mit dem Term 8 der Endformel in deduktivem Zusammen- 
hang stehenden gleichlautenden Terme aller Herleitungs-Formeln durch t er- 
setzt werden. Dadurch gehen die Grundformeln wiederum in Grundformeln 
iiber’®), und der Herleitungszusammenhang bleibt gewahrt. Diese Umwand- 
lung bezeichnen wir als ,,T’erm-Umsetzung". 

Man erkennt nun, da alle Formeln 


§+t v A(3) V W(t) 
mit endlichen Ordnungen schnittfrei herleitbar sind. Haben namlich die 
Terme $,t verschiedene Ziffernwerte, so ist $ = t ,,falsch‘‘, und die Negation 


$+ t (Abkiirzung fiir $ = t) stellt eine Grundformel dar. Aus dieser erhilt 
man durch Abschwachung 





$§+t Vv 4(s) V W(t) 


mit der Ordnung 1. Habhen 8, t den gleichen Ziffernwert 4, so ist UW (4) V UW (4) 
mit endlicher Ordnung herleitbar, nach Term-Umsetzungen auch % (8) \ MF (t) 
und nach einer Abschwiachung auch 
$+t vv N(s) V W(t). 
Ferner ist zu bemerken, daB auBer den umformenden SchluBschematen 
auch die Kompositionsschliisse, Negationsschliisse und unendlichen Induktionen 
in der Weise ,,umkehrbar** sind, daB aus der Herleitung einer Formel, welche 


'%) Bei der Feststellung, ob es sich bei einer Formel um eine Grundformel handelt, 
kommt es ja nur auf die Ziffernwerte der darin enthaltenen Terme an. 
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die Gestalt einer Unterformel eines solchen Schlu8schemas besitzt, eine Her- 
leitung fiir jede entsprechende Oberformel zu gewinnen ist. 

Um den Beweis fiir das Kompositions-SchluBschema durchzufihren, 
nehmen wir an, es sei eine Herleitung fiir die Formel 


AWvBvxN 


gegeben. Zu dem ,,Formelbund“ von Y% Vv 8 rechnen wir alle gleichlautenden 
Formelglieder, welche in der Herleitung mit dem betreffenden Glied der End- 
forme! in deduktivem Zusammenhang stehen. Man erhalt den Formelbund, 


indem man das Glied & vy B in der Herleitung von der Endformel aus durch 
alle umformenden Schliisse hindurch und durch diejenigen tibrigen Schliisse, 
in denen es im Nebenglied auftritt, nach oben verfolgt®®). Die obersten Glieder 
dieses Formelbundes gehéren entweder zu Hauptgliedern von Abschwachungen 
oder sind Hauptglieder in den Unterformeln von Kompositionsschliissen. In 
Grundformeln kénnen sie nicht auftreten, da diese nur aus Primformeln und 
negierten Primformeln bestehen. 

Ersetzen wir in der Herleitung alle Glieder des Formelbundes durch Y, so 
fallen die obersten Kompositionsschliisse fort, waihrend sonst der Herleitungs- 
zusammenhang gewahrt bleibt. Es werden ja hierbei auBer umformenden 
Schliissen und Abschwachungen, welche aber bei der Anderung ihren Charakter 
als umformende Schliisse bzw. Abschwichungen beibehalten, nur Neben- 
glieder geiindert. Man gewinnt so eine Herleitung von W v N, deren Ordnung 
und Grad gegeniiber der urspriinglichen Herleitung nicht zugenommen haben. 

Ebenso ist eine Herleitung von $ \ % zu erhalten, und entsprechend ist 
die Umkehrbarkeit der Negationsschliisse und unendlichen Induktionen ein- 
zusehen. Im letzten Falle treten die obersten Glieder des zu betrachtenden 
Formelbundes von (x) % (2) auBer in Hauptgliedern von Abschwichungen als 
Hauptglieder von unendlichen Induktionen auf. Hier ist jedesmal die Ober- 
formel mit der Ziffer 3, fiir welche die Umkehrung der unendlichen Induktion 
durchgefiihrt werden soll, festzuhalten, wihrend die itibrigen Oberformeln zu 
streichen sind. 

Die ,,Umkehrbarkeit der SchluBschemata’ besteht also in folgender Weise: 
Aus Herleitungen der Formeln 

AvVBVN baw. AVR baw. (x7) A(z) VR 
lassen sich (durch Formel-Ersetzungen und Streichungen von Herleitungs- 
teilen) Herleitungen mit nicht gr6Beren Ordnungen und Graden fiir die Formeln 
AvN und ByvyNR baw. AVR bzw. (3) V M 


(letztere mit beliebiger Ziffer 3) gewinnen. 


§ 3. Eliminierbarkeit der Schnitte. 

Durch Induktion nach dem Herleitungsgrad ergibt sich die Fliminierbar- 
keit der Schnitte aus dem 

Reduktionssatz: Eine Herleitung von nicht verschwindendem Grad und der 
Ordnung « lépt sich auf eine Herleitung von kleinerem Grad und der Ordnung 2* 
re duzie ren. 

2°) Es kénnen zwei verschiedene Arten von Verzweigungen auftreten, und zwar Ver- 
zweigungen in verschiedene Herleitungsfiden (an Kompositionsschliissen) und Verzwei- 
gungen innerhalb der Formeln (an Zusammenziehungen). 


Mathematische Annalen, 122, sv 
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Hierbei ist 2* die ibliche mengentheoretische Potenz von Ordnungszahlen. 
Wir beweisen den Reduktionssatz durch transfinite Induktion nach der Ord- 
nung «. 

Fiir die Herleitungen der Ordnung 0 ist der Satz gegenstandslos, da diese 
keine Schnitte enthalten kénnen, also den Grad 0 haben. Wir kénnen demnach 
als Induktionsvoraussetzung annehmen, daB an jeder Herleitung von kleinerer 
Ordnung als « eine Reduktion des Grades durchgefiihrt werden kann. 

Ist der letzte tiber der Endformel (der Ordnung «) stehende nicht um- 
formende SchluB ein aufbauender SchluB, so hat jede Oberformel desselben 
eine Ordnung «;, die kleiner als « ist. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es 
fiir diese Oberformeln reduzierte Herleitungen der Ordnungen 2%. Wir setzen 
alle diese reduzierten Herleitungen unter Anfiigung der letzten Schliisse zu- 
sammen. Dabei kénnen wir den Formeln unter dem letzten aufbauenden 
SchluB die Ordnung 2*, welche ja gréBer als 2%: ist, erteilen. So erhalten wir 
eine gewiinschte reduzierte Herleitung. 

Es bleibt der Fall, daB der letzte nicht umformende SchluB ein Schnitt 


R 


cy) 


z 


1 @ 


~ 


ist. Auch hier sind die Ordnungen «,, x, der Oberformeln kleiner als die Ord- 
nung « der Unterformel. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es reduzierte 
Herleitungen fiir die Oberformeln mit den Ordnungen 2*: bzw. 2*:. Fiir das 


Schnittglied © sind folgende Fille méglich: 


I. S ist eine Primformel, 
Il. S hat die Form YU vy B, 
III. S hat die Form Y, 
IV. S hat die Form (x) Y (2). 


Wir eliminieren den Schnitt (2) in den einzelnen Fallen in verschiedener 
W eise. 


I. Fall. Hier ist eine der beiden Formeln S, = eine Grundformel, die an- 
dere keine Grundformel. Wir betrachten die reduzierte Herleitung derjenigen 
Oherformel, welche die Nicht-Grundformel enthalt. Die obersten Glieder des 
Formelbundes der Nicht-Grundformel kénnen nur in Hauptgliedern von Ab- 
schwichungen auftreten. Den iibrigen aufbauenden Schliissen und Schnitten 
gehért der Formelbund nur in Nebengliedern an. Streichen wir den ganzen 
Formelbund, so bleibt der Herleitungszusammenhang gewahrt, wobei nur 
evtl. Abschwachungen und umformende Schliisse fortfallen. Wir gewinnen 
dadurch eine reduzierte Herleitung von R bzw. T, woraus durch eine Abschwia- 
chung 3i VT mit der Ordnung 2* zu erhalten ist. 

II. Fall. Aus der reduzierten Herleitung (von der Ordnung 27) der rechten 
Oberformel 

AvBvetq 
bilden wir auf Grund der Umkehrbarkeit des KompositionsschluBschemas 
reduzierte Herleitungen (gleicher Ordnung) fiir die Formeln 


AvUrByvts. 


Diese setzen wir mit der reduzierten Herieitung (von der Ordnung 2*:) der linken 
Oberformel zusammen zur Herleitunyg 
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7 

2 q Dy} 
RV UV B Bas (Schnitt) 

x MVE (Vertauschung) 

RvVIVe DE B+ a~~ ee 

; ee (Schnitt) 

——__—_— (umformende Schliisse). 
Rv tT 


Die neue Herleitung hat einen kleineren Grad als die urspriingliche. Bei den 
Ordnungen ist zu beachten, daB die Formel & vy B vy T nicht von der Ord- 
nung © herleitbar sein kann, so da8 «, => 1 ist. Wir kénnen nun als Ordnung 
von RVAVT und RyT VA die Zahl maz (2%, 2%) 4+- 1 nehmen. Diese 
ist gréBer als die Ordnungen der zugehérigen Oberformeln und kleiner als 


max (2%, 22) 1 Ds < Qmaz(2,, a) tle Qe ‘ 


Folglich kann 2¢ als Ordnung der Endformel genommen werden. 

III. Fall. Auf Grund der Umkehrbarkeit des NegationsschluBschemas 
bilden wir aus der reduzierten Herleitung der rechten Oberformel Wv FT eine 
reduzierte Herleitung von &% Vv I. In Verbindung mit der reduzierten Her- 
leitung der linken Oberformel R v MW bilden wir nun die Herleitung 








AV Rv aA 

———. — (Vertauschungen) 

TvVw WAvR 
= (Schnitt) 
ive Vertauschung) 
RVI ( sito 


Auch hier ist der Grad der Herleitung geringer geworden, und der Endformel 
kann die Ordnung 2* erteilt werden. 


IV. Fall. Wir betrachten in der reduzierten Herleitung der rechten Ober- 
formel 


(x) U(x) VX 


den Formelbund von (x) U(x). Die obersten Glieder desselben treten ent- 
weder in Hauptgliedern von Abschwichungen auf, oder sie sind Hauptglieder 
in Unterformeln 


(x) A(x) VR 


von Bindungsschliissen mit den Oberformeln 


i 


Wir bilden auf Grund der Umkehrbarkeit der unendlichen Induktion und durch 
Term-Umsetzungen aus der reduzierten Herleitung der linken Oberformel 
RM V (x) W (x) 
reduzierte Herleitungen fiir 
RV W (ti) 
der Ordnung 2*. 


Sodann ersetzen wir jeden BindungsschluB, der zu einem 
obersten Cliede 


des betrachteten Formelbundes gehoért, durch den Schnitt 





RV M (t;) Wit VN 

RV MN, : 
Wird ferner in der ganzen reduzierten Herleitung der rechten Oberformel 
jedes Glied des Formelbundes von (x) U(x) durch St ersetzt. so bleibt der 
Herleitungszusammenhang gewahrt. Die rechte Oberformel geht dadurch in 


on5* 


-0 
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® Vv ZI iiber, und wir erhalten so eine Herleitung mit vermindertem Grad. 
Die Ordnung § einer jeden urspriinglichen Herleitungsformel ersetzen wir durch 
die Ordnung 2*: + # (im Sinne der mengentheoretischen Summe). Hat bei 
einem fortgefallenen BindungsschluB die Oberformel! urspriinglich die Ord- 
nung f/ und die urspriingliche Unterformel die Ordnung y (gréBer als ft}, so 
ist die Ordnung 2*: + y der Unterformel des ersetzenden Schnittes groBer als 
die Ordnung 2*: seiner linken Oberformel und als die Ordnung 2*: + # seiner 
rechten Oberformel. Die Ordnungsbedingungen sind also bei dem ersetzenden 
Schnitt erfiillt, aber auch an allen anderen Stellen, da aus i < y stets 2" + £ « 

2" + y folgt. Durch die Ersetzungen geht die rechte O} be forme! inkR VT 
iiber. [Thre Ordnung wird 


Da, | Dag — Pmar(a,,2:)+1 — Da 


Sie kann, wenn sie kleiner als 2* ist, unterhalb des letzten nicht umformenden 
Schlusses auf 2* erhéht werden. 

Damit ist der Reduktionssatz, aus dem die Eliminierbarkeit der Schnitte 
und die Widerspruchsfreiheit**) des Kodifikats folgt, durch transfinite In- 
duktion bewiesen. Wie weit diese transfinite Induktion zu erstrecken ist, 
hangt von den zugelassenen Ordnungszahlen ab 

Bei der Elimination der Schnitte nimmt die Ordnung einer Herleitung 
nach dem Redukticnssatz zu, und zwar schrittweise auf 


92 92" 


Die schnittfreie Herleitung hat schlieBlich eine Ordnung, welche im Falle 
2* — « gleich x, sonst kleiner als die erste auf « folgende Zahl ¢ mit 2° = « ist. 
Die Zahlen dieser Eigenschaft sind auBer ~ die sog. e-Zahlen. 

Damit haben wir den 

Eliminationssatz: Eine Herleitung der Ordnung « laéBt sich durch eine 
schnittfreie Herleitung ersetzen, deren Ordnung 

) kleiner als die néchste auf « tolgende e-Zahl (bzw. w) ist, 

b) unverdndert bleibt, falls « eine e-Zahl oder « ist. 


§ 4. Herleitungen der transfiniten Induktion. 


Wir beschranken uns auf ein Anfangsstiick der II. Zahlklasse, in welchem 
die Ordnungszahlen finit charakterisierbar sind?*) und sich umkehrbar ein- 
deutig so auf die Ziffern des Kodifikats abbilden lassen, daB nach einem all- 
gemeinen Entscheidungsverfahren immer feststellbar ist, welcher Ziffer eine 
bestimmte Ordnungszahl zugeordnet ist®*). Zufolge der gedachten Abbildung 

*1) Ware das Kodifikat widerspruchsvoll, so miiBte jede Formel herleitbar sein. Das 
ist nicht der Fall, da insbesondere die Formeln der Gestalt B \y --- \V 8 mit einer ,,fal- 
schen** Primformel § nicht herleitbar sind. Diese Formeln kénnten namlich nur als Unter- 
formeln von umformenden Schliissen und poy ey ge auftreten. Dann hatte in 


jedem Falle auch die zugehérige Oberformel die Gestalt % tee %. Eine Herleitung 
hierfiir ware nur méglich, wenn auch alle Grundformeln der He rleitung von der Gestalt 
Dt tee $$ waren. Aber solche Grundformeln gibt es nicht. 


$2) K ine solche finite Charakterisierung wird in einer folgenden Arbeit gegeben: Beweis- 
theoretische Untersuchung der verzweigten Analysis. 
23) Derartige Abbildunge sinzelnen anzugeben. bereitct keine Schwierigkeite 
) Derartige Abbildungen im einzelnen anzugeben, bereitet keine Schwierigkeiten. 
wenn eine finite Charakterisierung der betreffenden Ordnungszablen vorliegt. Wir wollen 
uns aber hier mit der Tatsache der Abbildbarkeit begniigen und statt der entsprechenden 
Ziffern immer die Ordnungszahlen selbst ins Auge fassen. 
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entspricht der Beziehung « < f# ein Priidikat mit zwei Argumentstellen, zu 
dem eine entscheidbare logische Wertung fiir alle Ziffern-Argumente gehért. 
Ebenso entsprechen den mengentheoretischen Funktionen « + 8, « gewisse 
Funktionen zwischen Ziffern mit berechenbaren Ziffernwerten, sofern das be- 
trachtete Anfangsstiick der II. Zahlklasse gegeniiber diesen Funktionen ab- 
geschlossen ist, was wir hier annehmen wollen”). 

Die Abbildung mége der Ordnungszahl 0 die Ziffer 0 zuordnen. Die den 
Ordnungszahlen 1, 2, 3,..., @ zugeordneten Ziffern wollen wir ebenfalls mit 
1, 2,3,..., @ bezeichnen. Dabei ist zu beachten, da8 1, 2,... nicht die Ziffern 


3eziehung « < # entsprechenden Funktionen bzw. das entsprechende Pridi- 
kat des Kodifikats bezeichnen wir ebenfalls mit a + b,a® bzw. a<b. Es 
ist zu beachten, daB dann a + 1 und q’ verschiedene Funktionen sind. 

Mit endlichen Ordnungen herleitbar sind die Formeln 


-_ 2: <9 
(a) Wve (<a) 4 





= 2k > 1 ] . , 
(lb) A+ MW (y) \ MW (4) (<5) p 9 v4 OV 5 9 








(2c) r<ynVH<3aVr<3 


und alle bekannten mengentheoretischen Beziehungen fiir Summe und Potenz 
Wir nehmen noch einige berechenbare Funktionen als in unserem Kodi- 


fikat vorhanden an, und zwar eine Funktion  (r,, 5) mit den herleitbaren 
Formeln 


(3a) E<H t+ BV r<y + Weyl, 

(3b) p(t0,39)<aVv5=9, 

ferner die Funktion y (y, 4), welche rekursiv charakterisiert ist durch 
(4a) yp (0, 3) = 4, 

(4b) yp (0’, 4) = 2"). 


Die Funktion e (4) soll fiir das Argument 0 den Wert 0 haben, sonst die erste 
e-Zahl (einschl. m) > 4 darstellen. Fiir diese brauchen wir die Formeln 


(5a) 4<e(44+ 1), 





(5b) a<aVe(ar+l1)<a, 


falls a einer Limeszahl aus der Menge der betrachteten e-Zahlen entspricht. 
SchlieBlich mége es noch eine Funktion 7 (4) geben mit 


(6) yn <e(4) V0 <p(z (0), 8)- 


Die Existenz dieser Funktionen laB®t sich mengentheoretisch einsehen. 
Ihre genaue finite Beschreibung mit einem Berechnungsverfahren fiir alle 
Ziffernwerte, auf das es hier ja ankommt, kann erst nach einer finiten Erkla- 
rung der entsprechenden Ordnungszahlen gegeben werden. Es wird fiir ein 
Anfangsstiick der II. Zahlklasse spiter nachgeholt [vgl. Anm.**)]. Voraus- 
setzung fiir die Bildung der Funktion ¢ (4) ist, daB der betrachtete Ordnungs- 
zahlen-Bereich bis ausschlieBlich zu einer Limeszahl aus der Menge der e-Zahlen 
reicht. 


24) D. h. das Anfangsstiick soll mit «, 8 anch immer noch « + # und « enthalten. 
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Auf Grund der angenommenen Berechenbarkeit der Funktionen sind die 
Formeln (2a) bis (6) entweder Grundformeln oder aus Grundformeln durch 
Abschwiachungen herleitbar. Die Herleitungen von (la), (1b) sind je nach den 
darin enthaltenen Formeln & wesentlich umfangreicher, haben aber immer 
endliche Ordnungen und benétigen keine Schnitte. 

Als ,,transfinite Induktion’ bezeichnen wir die Formel, welche die ent- 
sprechende Aussage fiir die abgebildeten Ordnungszahlen reprisentiert. Zur 
Abkiirzung sei 

W* (t)=(y) [y<tV Aly), 
B, (M (x)) = (x) (M* (x) V A (x)]. 
Dann driickt die Formel 
SB, (MW (x), 3) = B, (M (x)) V A* (4) 
die ,,transfinite Induktion bis 3° fiir die Formel & aus. 

Uber die Herleitbarkeit der transfiniten Induktion lassen sich folgende 
Satze aufstellen. 

Satz I. Die Formeln 3, (UY (x), 0) sind mit der Ordnung 3 herleitbar. 

Beweis: Aus den Grundformeln (2a) folgt durch Abschwiichung 


4 <0 VM (a) 
mit der Ordnung 1, weiter durch unendliche Induktion 
[l] W* (0) 
mit der Ordnung 2 und durch weitere Abschwichung 


3, (A (x), 0) 


w 


mit der Ordnung :‘ 
Saiz II. Aus einer Herleitung von 3,(% (x), a) ist unter endlicher Ord- 
nungserhékung eine Herleitung von 3, (HM (x), a + 1) zu erhalten. 
Beweis: Durch Schnitt von (1b) und (2b) ergibt sich 
a<at+lVg<aVA(a) V Ala), 
weiter mit Formel (la) und Schliissen Ila, b,c 
a<aVvAl(sVAl(a)Veg<atlv Als) 
nach IId: W* (a) V Ala) Va <—atl V Ala) 
nach Ile: W* (a) V Ala) v A* (a + 1) 


nach (la), Ila, b,c: W* (a) V A(a) V H* (a) V A* (a + 1) 





nach IId: [2] PB. (M (x)) V W* (a) Vv A* (a 1) 
nach (la), Ila, b, e: B, (A (x)) v A* (a) V PB, (U(x) Vv A* (a + 1) 
d. h. S, (MW (x), a) V BS, (W(x), a + 1). 


Diese Herleitung endlicher Ordnung ergibt durch Schnitt mit der Herleitung 
von 3, (U(x), a) die Formel 3, (% (x), a + 1). Dabei findet héchstens eine 
endliche Ordnungserhéhung gegeniiber der gegebenen Herleitung statt. 

Satz III. Sind fiir eine bestimmte Ziffer a alle Formeln 3, (Y (x), a) mit 


Ordnungen < « + w herleitbar, so auch alle Formeln 3, ( (zx), 2°). 
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Beweis*5): Es sei zur Abkiirzung 
B, (U (y), t) = (x) [M* (x) vV A* (x + 24}. 
Aus Formeln (la), (3a) und Schliissen Ila, b, ¢ folgt 





r<cynt2erotlyA(r) Vr <—y +2 Vv A(x) 





nach II d: W* (y + 299941) vr H+ Wy H(z) 


nach (la), Ila, b, e: 





H* (ty + QP V9) yy W* (yy + 269) VHF (y + QERD+ NY Vp cyt+BWy W(x) 
nach IId: Y* (y + 2&9) VR (MW (y), w (x0, a) VE< 9 + BVA (xz) 
nach (la), Ila, b, e: 





A* (y) V A* (y + 2H) vB (WM (y) w (x. a)) V W* (yp) Vr<y +23 Vy A(z) 
nach IId, Ib: B, (M (y), p (x. 3) V W* (yo) VE<y + By H(z) 
nach (3b), Ila, b, e: 











@ (ED §) <4 V By (A (y), w (EY, §)) VA* (O) VE<H + BVA (zr) Vg=0 
nach IId: HF (A (y), a) / U* (y) /t<yp+23 JA(r) va =O 
nach Ile: By (A Cy), 4) \ ee A* (y + WB) vz,=—0 
nach IIe: [3] BF (M (y). 3) VB, (A (y), 8) V5 =O. 
Aus Formel [2] (im Beweis von Satz II) folgt nach Ile 
B (MA (x))\ B,, (UM (y), 9) 
nach Schnitt mit (1b): R (M (x)) \ B, (A (y), 4) V5a#O 
nach Schnitt mit [3]: PB, (M (x)) VBP (MW (y), 4) VB, (W (y), a) 
nach Ile: [4] ¥, (M(x) VB, (By (M (y), 2)). 
Aus [1], (la) folgt nach Ila, b, ¢ 
M* (0) VW (29) v M* (2%) 
nach IId: [5] B, (M (y). a) V U* (2%). 
Nach (la) und IId ist 
FR, (B, (A (y), x)) VBE (A (y), a) VB, (W (y), a) 
nach Schnitt mit [4]: &, = et Be (A (y), a) VB, (A (w), ad 





nach Schnitt mit [5]: §, (2 / 8% (M (y), a) V A* (2%) 
nach [4], Ila, b. e: Z. (B, (Wy), x)) V Bz (Wy), a) VR, (% (a)) V W* (2*) 
d.h 5, (B, (A (wy), x), a) VB, (MW (x). 2%) 


Diese Herleitung hat endliche Ordnung. Nach Voraussetzung gibt es eine Her 
leitung einer Ordnung < « + o fiir 
3, (B, (A (y), x), a). 


25) Die hier angegebene Herleitung verliuft ahnlich wie eine Herleitung von GENTZEN 
in der unter Anm. ?*) zitierten Arbeit. 
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Durch Schnitt erhalt man aus diesen beiden Herleitungen 
SB, (M (x). 2°) 


mit einer Ordnung < a + ©. 


Satz IV. Aus einer Herleitung von 3, (2% (x), a) ist im Falle 6 < a unter 
endlicher Ordnungserhéhung eine Herleitung von 3, (HM (x), 6) zu erhalten. 
Beweis: Aus der Herleitung von 3, (W (x), a) sind auf Grund der Umkehr- 
barkeit der unendlichen Induktion Herleitungen von 
B,(A (xz) va<avuA (4) 


zu gewinnen. Durch Schnitte mit den Formeln 





2<bVZs<a 


(welche durch Schnitt aus b a mit (2c) hervorgehen) folgt 
RB, (A (x)) v3 < HVA 4s), 
woraus durch unendliche Induktion die Formel 
3, (UW (2), b) 
unter endlicher Ordnungserhéhung gegeniiber der Ausgangsherleitung zu er- 
halten ist. 

Satz V. Sind fiir eine bestimmte Ziffer a alle Formeln 3, (YM (x), a) mit 
Ordnungen «a + w herleitbar, so auch alle Formeln 3, (% (x), 6), wenn b 
kleiner als die nachste auf a folgende e-Zahl (einschl. «) ist. 

Beweis: Ist 6 kleiner als die nichste auf a folgende e-Zahl. sob < ¢e (a + 1) 
und nach (6) b < p(y (b),a + 1). Ist 3, (M(x), a) mit Ordnungen < « + w 
herleitbar, so nach Satz IT auch 3, (M(x), a + 1) und auf Grund wiederholter 
Anwendungen von Satz III gem&é®B den Rekursionsgleichungen (4) auch 
3,(A(z), y (7 (6), a + 1)), also nach Satz IV auch 3, (M (2), 6). 

Satz VJ. Sind fir eine bestimmte Ziffer a alle Formeln 3, (M (x), a) mit 
Ordnungen < « +  herleitbar, so ist jede Formel 3, (YM (xz), e (a + 1)) mit der 
Ordnung « (a + 1) herleitbar. 

Beweis: Unter den Voraussetzungen dieses Satzes sind nach Satz V, da 
y (7 (3), a + 1) kleiner als die nachste auf « folgende e-Zahl ist, alle Formeln 


3, (Wf (x), yp (x (3), a +1)) 


mit Ordnungen < « + w herleitbar, auf Grund der Umkehrbarkeit der un- 
endlichen Induktion dann auch 


KF, (A (x)) 3 < p(z(a)ac 1) MW (4). 
Daraus folgt durch Schnitt mit (6) 


(6] B, (A(z) vere) vy Xa). 





Alle Formeln dieser Art sind mit Ordnungen < « + «~ herleitbar. Wir kénnen 
aber diese Herleitungen nicht ohne weiteres durch eine unendliche Induktion 
verbinden, da die Herleitungsgrade nicht beschriinkt zu sein brauchen. Des- 
halb eliminieren wir hier zuniachst die Schnitte, wodurch die Herleitungs- 
ordnungen anwachsen, aber nach dem Fliminationssatz kleiner als die nachste 
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auf « folgende e-Zahl (bzw. «), d. h. < e («a + 1) bleiben. Die so umgewandel- 
ten Herleitungen der Formeln [6] verbinden wir durch eine unendliche In- 
duktion zu einer Herieitung von 


3, (A (x), e (a + 1)) 
mit der Ordnung e (a + 1). 

Satz VII. Fir eine Ziffer a, deren entsprechende Ordnungszahl « eine 
e-Zahl (bzw. «) ist, sind alle Formeln 3, (% (x), a) schnittfrei mit der Ordnung « 
herleitbar. 

Beweis: Ist « = , so folgt der Satz aus den Sitzen I und VJ. Wir wenden 
nun transfinite Induktion nach « an, indem wir als Induktionsvoraussetzung 
annehmen, da8 der Satz fiir alle e-Zahlen unter « gilt. 

Dann ist fiir jede Ziffer 3 die Formel 


e(g + lI <av SB, (A(z), e(§ + 1) 


mit einer Ordnang < « herleitbar. .Denn entweder gilt «(4 + 1) <a, oder 
SB, (M (x). e (4 + 1)) ist mit der Ordnung « (3 + 1) < « schnittfrei herleitbar. 
Auf Grund der Umkehrbarkeit der unendlichen Induktion ist auch 
e(g +1) <av®, (UM (2) V5 <e(§ + IVA (3) 
mit einer Ordnung < « herleithar, nach Schnitten mit (5a), (5b) auch 
B, (A(x) V4 <aVv A (4). 

Nach der Schnitt-Elimination bleiben die Herleitungsordnungen unter «. 
Durch unendliche Induktion ergibt sich daraus eine schnittfreie Herleitung 
der Ordnung « fiir die verlangte Formel 3, (YM (x), a). 

Wenden wir nun den Eliminationssatz auf Satz V an, so erhalten wir in 
Verbindung mit Satz VII den 

Existenzsatz: Fiir die transfinite Induktion bis zu einer der Ordnungszahl « 
entsprechenden Zijfer a gibt es zu jeder Formel U eine schnittfreie Herleitung, 
deren Ordnung 

a) kleiner als die erste auf « folgende e-Zahl (bezw. w) ist, 

b) gleich « ist, falls « eine e-Zaht (oder o) ist 


§ 5. Minimalordnungen der Induktionsherleitungen. 

Um Aufschlu8 tiber die kleinstméglichen Herleitungsordnungen der trans- 
finiten Induktion zu erhalten, fiihren wir zunichst cine ,, Prdédikatenvariable‘ A 
mit einer Argumentstelle ein. Diese besitzt keine logische Wertung fiir Ziffern- 
argumente, tritt daher auch nicht in den bisher angegebenen Grundformeln 
auf, sondern nur in den zusatzlich einzufiihrenden 

Grundformeln c): A (8) V A (t) fiir Terme $, t mit gleichem Ziffernwert. 

Als ,,allgemeine transfinite Induktion bis 3°° bezeichnen wir die Formel 


3, (A (x), 4). 





Wir werden sehen, daB der Eliminationssatz auch bei Hinzunahme der 
Pridikatenvariablen A in gleicher Weise wie vorher gilt. Dann kann der im 
vorigen Paragraphen aufgestellte Existenzsatz auch auf die allgemeine trans- 
finite Induktion ausgedehnt werden. Bei den Beweisen der Sitze I bis VII. 
aus denen der Existenzsatz folgt. ist ja von einer individuellen Wertung inner- 
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halb der Formel & kein Gebrauch gemacht worden. Die Tatsache der Wertung 
ist vielmehr nur zur Herleitbarkeit der Formeln (la), (1b) herangezogen wor- 
den. Diese Formeln lassen sich aber auch unter Einbeziehung der Pradikaten- 
variablen A bei Hinzunahme der Grundformeln c) mit endlichen Ordnungen 
herleiten. 
Wir nehmen nun eine Erweiterung des Kodifikats vor durch die 
Grundjormeln d): A (t) fiir Terme t vom Ziffernwert 0 
und durch das SchluBschema: 


IV. ProgressionsschluB far den Term t vom Ziffernwert a > 0 
A (5) V & fiir jede Ziffer 4 < a 
5 A) vm 





“ee 


Hierbei ist wie im vorigen Paragraphen das Pradikat ,, - beziiglich einer 
Abbildung von Ordnungszahlen auf die Ziffern zu verstehen. 

Fiir die Ordnungen gilt ebenso wie bei den aufbauenden Schliissen und 
Schnitten, daB jede Oberformel eines Progressionsschlusses kleinere Ordnung 
als die Unterformel haben soll. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB auch in diesem erweiterten Kodifikat die 
.. Term-Umsetzungen“ méglich sind und die ,,U mkehrbarkeit’* der Kompositions- 
schliisse, Negationsschliisse und unendlichen Induktionen bestehen bleibt. 

Der Beweis fiir die Zliminierbarkeit der Schnitte laBt sich mit einer Ergan- 
zung genau so wie in § 3 fiihren. Ist der letzte nicht umformende SchluB ein 
ProgressionsschluB, so gilt dasselbe wie im Falle eines aufbauenden Schlusses. 
Nur bei der Elimination des Schnittes (2) ist noch ein Fall zu beriicksichtigen, 
namlich 

V. Fall. S hat die Form A (t). 

Wir gehen dann dhnlich wie beim IV. Fall vor, indem wir den Formel- 
bund von A (t) in der reduzierten Herleitung der rechten Oberformel 

A (t) VE 
betrachten. Die obersten Glieder desselben sind auBer in Hauptgliedern von 
Abschwachungen nur in Grundformeln 


A (t) V A (8;) 
enthalten, wo $; den gleichen Ziffernwert wie t besitzt. Den iibrigen aufbauen- 
den Schliissen, Schnitten und Progressionsschliissen gehéren die Glieder des 
Formelbundes nur in Nebengliedern an. Aus der reduzierten Herleitung der 
linken Oberformel 


RV A (t) 
bilden wir durch Term-Umsetzungen reduzierte Herleitungen von 
KV A (8;). 
Sodann ersetzen wir jede zu dem Formelbund gehérende Grundformel 
A (t) V A (8) 
durch die entsprechende Formel 
KR V A (8;) 
mit ihrer reduzierten Herleitung. Wird nun in dem ganzen Formelbund A (t) 
durch R ersetzt, so bleibt der Herleitungszusammenhang gewahrt, und aus 
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der reduzierten Herleitung der rechten Oberformel entsteht eine reduzierte 
Herleitung von VY Z. Haben die urspriinglichen Herleitungen der Oberfor- 
meln die Ordnungen «, «, so haben die entsprechenden reduzierten Her- 
leitungen die Ordnungen 2, 2%. Es soll nun wie im IV. Fall jede Formel 
der Ordnung / in der neuen Herleitung die Ordnung 2" + f erhalten. Da- 
durch werden wiederum die Ordnungsbedingungen erfiillt, und die Endformel 
der neuen Herleitung erhalt die Ordnung 
Qa, . 3 Qa, < Qmazr (a,, #:) + 1 < Qa. 

Damit ist die Eliminierbarkeit der Schnitte auch fiir das erweiterte Kodi- 
fikat nachgewiesen, und zwar mit denselben Ordnungserhéhungen, wie sie im 
engeren Kodifikat bestehen. Der Eliminationssatz gilt also mit unverindertem 
Wortlaut auch fiir das erweiterte Kodifikat. Dasselbe ist der Fall, wenn nur 
die Priidikatenvariable A mit den Grundformeln c), aber ohne die Grund- 
formeln d) und ohne Progressionsschliisse hinzugenommen wird. 

Die Bedeutung des erweiterten Kodifikats zeigt sich an folgenden Siatzen. 

Satz 1. Aus einer im engeren Kodifikat (einschlieBlich der Grundformeln c)) 
gefiihrten Herleitung der allgemeinen transfiniten Induktion bis a ist im er- 
weiterten Kodifikat unter endlicher Ordnungserhéhung eine Herleitung von 
A (a) zu gewinnen. 








Beweis: Fir alle Ziffern » < 4 erhalten wir aus den 
Grundformeln n< 3 mit der Ordnung 0, 
durch NegationsschluB y<% mit der Ordnung 1, 





durch Abschwaichung 4 < 7 JA(y) mit der Ordnung 2, 
durch Komposition mit den Grundformeln A (y)V A (y) 


y < 4VA (oy) VA (y) mit der Ordnung 3, 


durch BindungsschluB A* (3) V A (y) mit der Ordnung 4, 
durch Progression [7] A*(3)V A (4) mit der Ordnung 5. 


Diese Herleitungen gelten fiir alle Ziffern 3 > 0. AuRerdem erhalten wir aus 
Grundformel d) durch Abschwiachung 
A* (0) V A (0) mit der Ordnung 1, 
so daB [7] fiir jede Ziffer 4 mit einer Ordnung < 5 herleitbar ist. Durch un- 
endliche Induktion folgt 
[8] 8, (U(x)) mit der Ordnung 6. 


Ferner ist 
A* (a) V A (a) V A* (a) VA (a) 
mit endlicher Ordnung herleitbar und hieraus durch Bindungsschlub 
[9] $B, (A (2) V A* (a) VA (a). 
Die Herleitung der allgemeinen transfiniten Induktion 
8B, (A (2)) V A* (a) 
ergiinzen wir durch einen Schnitt mit [9] und durch umformende Schliisse zu 


R, (A (x)) V A (a) 
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schlieBlich durch einen Schnitt mit [8] zur Herleitung von 
A (a). 

Satz 2. Eine schnittfreie Herleitung von A (a) in dem erweiterten Kodifikat 
hat als Ordnung mindestens die Ordnungszahl, welche der Ziffer a entspricht. 

Beweis: Der Endformel A (a, kann kein umformender oder aufbauender 
SchluB vorangehen. Ist die Herleitung schnittfrei, so muB also entweder die 
Endformel eine Grundformel sein oder aus einem Progressionsschlu8 hervor- 
gehen. Im ersten Fall kommt nur eine Grundformel d) in Betracht, und a 
muB den Ziffernwert 0 haben. Im zweiten Fall sind die Ordnungen der Ober- 
formeln kleiner als die Herleitungsordnung. Gilt der Satz fiir diese kleineren 
Ordnungen, so ist die Herleitungsordnung gr6éBer als jede Ordnungszahl, welche 
kleiner als die zu a gehérende Ordnungszahl ist, also mindestens gleich dieser. 
Damit ist der Satz durch transfinite Induktion bewiesen. 

Satz 3. Fiir eine Ziffer a, welche der Ordnungszahl « enispricht, hat in 
dem erweiterten Kodifikat jede Herleitung von A (a) eine Ordnung 

a) gréBer als jede e-Zahl (bzw. «), welche kleiner als « ist 

b) mindestens «, falls « eine e-Zahl (oder «) ist. 

Beweis: Wiirde es eine Herleitung von A (a) mit kleinerer Ordnung geben, 
so hatten wir nach dem Eliminationssatz auch eine schnittfreie Herleitung 
mit einer Ordnung < «, was im Widerspruch zu Satz 2 steht. 

Aus den Siatzen | und 3 folgt der 

Satz der Minimalordnung einer Induktions-Herleitung: Fiir die Ziffer a, 
welche der Ordnungszahl « entspricht, hat jede Herleitung der allgemeinen 
transfiniten Induktion bis a im engeren Kodifikat als Ordnung mindestens 

a) die letzte e-Zahl (bzw. w), welche kleiner als x ist (falls es eine solche 
Zahl gibt), 

b) die Zahl a, falls « eine e-Zahl (oder w) ist. 

Dieser Satz erginzt den Existenzsatz dahin, da8 die dort angegebenen Ord- 
nungen der Induktions-Herleitungen (auch bei Verwendung von Schnitten) 
nicht mehr iiber e-Zahlen hinweg vermindert werden kénnen. 

Will man das Kodifikat so weit ausdehnen, daB es die transfinite Induktion 
(formal) bis zu einer bestimmten Zahl enthalt. so mu8 daher zum Widerspruchs- 
freiheitsbeweis die transfinite Induktion (metamathematisch) bis zur niichsten 
e-Zahl herangezogen werden. 

An die Stelle der ,,transfiniten Induktion bis w** kann auch die ,,vollstdndige 
Induktion* 

B, (M (x)) = A (0) V (x) [M (x) V M (x’)] V (2) M (x) 


treten. Diese Induktionen sind nimlich in dem Sinne ,,deduktionsgleich**, daB 
eine der Formeln 3, (YW (x), «.), B, (U (x)) fiir jedes A mit endlichen Ordnungen 
hergeleitet werden kann, wenn die andere der beiden Formeln fiir jedes % als 
CGrundformel zugelassen wird. Diese Deduktionsgleichheit laBt sich nach- 
weisen unter Benutzung berechenbarer Funktionen, welche Beziehungen zwi- 
schen den Ziffernfolgen 0, 0’, 0’,... und 0,1, 2,... herstellen. Wir kénnen 
auch leicht direkt eine Herleitung der Ordnung «~ fiir B, (YW (x)) bilden. Dazu 
gehen wir aus von Herleitungen fir 


BW, (A (x), 3) = WO) V (x) [M (x) VA (2’)] V H (4). 
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Wie wir in § 1 gesehen haben, ist 
% (0) V M (0) 


mit endlicher Ordnung herleitbar, also nach einer Abschwachung auch 
W, (A (x), 0). Ebenso ist fiir eine beliebige Ziffer 3 die Formel 


W (3) V Wg’) V M (3) VM C3’) 
mit endlicher Ordnung herleitbar, woraus durch Bindungsschlu8 
(x) (M (x) V M (x’)} VM (3) V M3’) 
folgt. Ist nun BW, (W(x), 3) mit endlicher Ordnung hergeleitet, so erhalt man 
nach einem Schnitt (mit dem Schnittglied Y (3)) und einer Zusammenziehung 
auch 


W (0) V (x) (% (x) VU (x’)] VA(4’), dh. W, (MW (x), 3’). 


Somit gibt es fiir alle Formeln %, (Y% (x), 4) Herleitungen endlicher Ordnungen, 
wobei die verwendeten Schnitte bei festem % gleichen Grad haben. Daraus 
ist durch unendliche Induktion die Formel %, (Y% (x)) mit der Ordnung zu 
erhalten. 


§ 6. Endliche Teilkodifikate, o.-Volistindigkeit. 

Will man sich auf ein Kodifikat mit endlichen Herleitungen beschrinken, 
so mu8 man ,,freie Zahlvariablen“ a, b, c,... einfiihren und statt der unend- 
lichen Induktion das SchluBschema 

A (a) ‘/ N 
(x, Aca) YR 


verwenden (mit der Variablenbedingung, daB die freie Zahlvariable a in der 
Unterformel nicht vorkommt). 

,. Terme“ enthalten dann auBer der 0 und den Funktionszeichen auch freie 
Zahlvariablen. Wir bezeichnen einen Term als ,,numerisch*‘, wenn er ohne 
freie Zahlvariablen gebildet ist. 

Die Grundformeln miissen bei Fortfall des unendlichen Induktionsschlusses 
etwas weiter gefaBt werden als bisher. Will man die Herleitbarkeit einer 
quantorenfreien Formel (d. h. einer Formel, welche keine All- oder Existenz- 
zeichen enthilt) erreichen, so kann man unter Verwendung des explizit defi- 
nierten Konjunktionszeichens diese Formel in eine konjunktive Normalform 


W&...&4%, 
entwickeln. Zur Herleitbarkeit dieser Formel geniigt es, die einzelnen Kon- 
junktionsglieder Y,,..., W, als Grundformeln aufzunehmen. Diese sind sémt- 
lich von der Form 
RvV...V¥, VG,V...VG,, 


wo die %;. G, Primformeln sind. Solche Disjunktionen aus Primformeln und 
einfach negierten Primformeln mégen als ,, Primdrformeln* bezeichnet werden. 
Sie gelten als ,,verifizierbar“*, wenn sie bei jeder Ersetzung der darin auftreten- 
den freien Zahlvariablen durch Ziffern den Wahrheitswert ,,richtig* annehmen. 
Grundformeln sollen alle verifizierbaren Primdrformeln sein. 

In diesem Kodifikat mit endlichen Herleitungen kénnen die Ordnungen 
der Herleitungsformeln so gewahlit werden, da®B Grundformeln die Ordnung 0 
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erhalten und die Unterformel eines nicht umformenden Schlusses die Ordnung 
p +1 bzw. max (p,q) + 1 erhilt, wenn die Oberformel die Ordnung p be- 
sitzt bzw. bei einem SchluB mit zwei Oberformeln diese die Ordnungen 7, q 
besitzen. Dann hat jede Herleitung des endlichen Kodifikats eine endliche 
Ordnung. 
Ist nun eine Formel 

W (a,, .. -, Ay), 
welche keine freien Zahlvariablen auBer a,, ..., a, enthalt, in dem endlichen 
Kodifikat herleitbar, so ist die Formel 

(z,) . . « (Zq) i) a S.) 

in dem unendlichen Kodifikat mit endlicher Ordnung herleitbar. Um dies 
einzusehen, bilden wir in dem endlichen Kodifikat aus einer Herleitung der 


endlichen Ordnung N von & (a,,...,¢,) durch Anfiigung von Allschliissen 
zunichst eine Herleitung von (z,)... (7,,) M(x,,.--, 7%). Diese hat die Ord- 
nung N + n. Wir ersetzen nun jeden AllschluB 

Bia) Vv ® 


(x) B(x) VR 

in der Weise, daB fiir die freie Zahlvariable a in der Herleitung von $ (a) V ® 
eine Ziffer 4 gesetzt wird. So gewinnen wir Herleitungen von $ (3) V % fiir 
jede Ziffer 4 und daraus durch unendliche Induktion eine Herleitung von 
(rv) B(x) V R. Dabei bleiben die Formel-Ordnungen unveriandert. Sind alle 
diese Ersetzungen durchgefiihrt, so werden die evtl. noch auftretenden (iiber- 
fliissigen) freien Zahlvariablen durch 0 ersetzt. Die Grundformeln (verifizier- 
baren Primarformeln) gehen dadurch in numerische Primarformeln vom Wahr- 
heitswert ,,richtig’: tiber. Diese sind aus Grundformeln des unendlichen Kodi- 
fikats durch Abschwiachungen (also mit der Ordnung 1) zu erhalten. Erhéhen 
wir nun die Ordnungen aller Herleitungsformeln um 1, so erhalten wir eine 
Herleitung des unendlichen Kodifikats mit der endlichen Ordnung N + n + 1. 
Aus einer im endlichen Kodifikat mit der Ordnung N durchgefiihrten Her- 
leitung von A (a,,...,@,) ist also im unendlichen Kodifikat eine Herleitung 
der Ordnung N + n + 1 fiir (z,)... (z,) U (a, ..., 7) zu gewinnen. 

Es mége nun das endliche Kodifikat als zusatzliches Grundformelschema 
die transfinite Induktion bis zu einer e-Zahl « oder die vollstiindige Induktion 
(welche ja der transfiniten Induktion bis w entspricht) enthalten. Dann ge- 
winnen wir aus einer im endlichen Kodifikat durchgefiihrten Herleitung der 
Ordnung N fiir eine Formel Y (a,, . . ., a,,), welche keine freien Zahlvariablen 
auBer a,,..., a, enthalt, wie vorher eine Herleitung der Ordnung N + n (ohne 
freie Zahlvariablen unter Verwendung von unendlichen Induktionsschliissen) 
fiir die Formel (2,) .. . (z,) MU (xz,,..., 2). Dabei treten als Grundformeln 


a) ,,richtige“* numerische Primarformeln, 


b) Induktions-Grundformeln (der transfiniten Induktion bis «) auf. 

Die Induktions-Grundformeln sind in dem unendlichen Kodifikat schnittfrei 
mit der Ordnung « herleitbar (wenn « eine e-Zahl oder ~ ist). Ersetzen wir wieder 
die Grundformeln a) durch Abschwachungen von Grundformeln des unend- 
lichen Kodifikats und die Grundformeln b) durch die entsprechenden schnitt- 
freien Herleitungen, so erhalten wir eine Herleitung des unendlichen Kodifi- 
kats fiir (x,)...(2,) U(a,,...., 2,). Die Ordnungen der Herleitungsformeln 
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erhéhen wir dabei immer von p auf « + p, so daB die ganze Herleitung die 
Ordnung « + N + n erhilt. 

Damit ist gezeigt: Zu jeder im endlichen Kodifikat unter Verwendung der 
transfiniten Induktion bis « herleitbaren Formel 


Tl (Ga, - . «> Me) 
gibt es im unendlichen Kodifikat eine Herleitung von einer Ordnung < « + 
fiir die Formel 
(ata). ».- Gad we Cas « + 4 Se 


In diesem Sinne sind die mit Induktions-Grundformeln erweiterten endlichen 
Kodifikate in dem unendlichen Kodifikat enthalten. Insbesondere ist die sog. 
reine Zahlentheorie“, welche die vollistindige Induktion als einziges zusitz- 
liches Grundformelschema enthalt, in dem unendlichen Kodifikat mit Her- 
leitungen < » + o enthalten. 

Die Eliminierbarkeit der Schnitte und damit die Widerspruchsfreiheit eines 
endlichen Kodifikats, das durch die transfinite Induktion bis « erweitert ist, 
ia&t sich durch transfinite Induktion bis zur nachsten auf « folgenden e-Zahl 
nachweisen. Bis zu dieser Zahl ist auch die transfinite Induktion im endlichen 
Kodifikat nicht mehr herleitbar (auf Grund des Satzes iiber die Minimalord- 
nungen der Induktions-Herleitungen), wohl aber bis zu jeder kleineren Zahl. 

Die zum Widerspruchsfreiheitsbeweis bendtigte transfinite Induktion laBt 
sich naturgemaéB nur fiir Anfangsstiicke der IJ. Zahlklasse durch eine finite 
Charakterisierung der entsprechenden Ordnungszahlen konstruktiv gestalten. 
Hierdurch werden nur die Teilkodifikate ‘mit beschrinkten Herleitungsord- 
nungen erfaBt. Solche Teilkodifikate sind nicht w-vollstandig, lassen sich aber 
fortgesetzt erweitern. 

Angenommen, es seien die Ordnungszahlen unterhalb einer Limeszahl / 
finit erklirt, und es ligen Herleitungen von Y& (4) fiir alle Ziffern 4 mit Ord- 
nungen <A vor. Dann laBt sich jedenfalls die finite Erklarung der Ordnungs- 
zahlen noch so erweitern, daB sie auch noch alle Ordnungszahlen unterhalb 
A + © erfaBt. Damit iibertrigt sich der konstruktiv gefiihrte Widerspruchs- 
freiheitsbeweis von dem Teilkodifikat der Herleitungsordnungen < A auch auf 
das Teilkodifikat mit den Herleitungsordnungen < A + w. In dem erweiterten 
Teilkodifikat laBt sich aus den Herleitungen von & (4) durch unendliche In- 
duktion eine Herleitung von (x) & (x) mit der Ordnung A bilden. 

Die «»-Vollstandigkeit kann also in jedem einzelnen Fall fortgesetzt herge- 
stellt werden, und zwar so, daB dabei der konstruktiv gefiihrte Widerspruchs- 
freiheitsbeweis erhalten bleibt. In diesem Sinne ist das Kodifikat w-vollstandig 
und zugleich konstruktiv als widerspruchsfrei nachweisbar. 


( Eingegangen am 5. Dezember 1949.) 
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New proof of two theorems concerning 
tauberian reduction of integrals 


by 
I. S. GAu in Paris. 


1. Introduction. Consider a sequence f, (x), fo (z),---. fy (x),... of 
functions measurable in the sense of Lebesgue, in an interval (a, b). Suppose 
that the functions fy (x) belong to the class L? (a, 6), where p=>1. In what 
follows we shall deal with the question as to what can be said about the order 
of magnitude of the sums 


(1) ty (x) + fe, (x) + ++++ fy (x) 


for almost all values of z, as N + oo, when the order of magnitude of the 
integrals 


(2 (fae 1 (2%) + fuye(z) +---+fuyn (x) Pda 
(M, N =0,1,...) is known. 


The first such result is due to H. RapDEMACHER!) who proved the following 
theorem: If uniformly in M (M =0,1,...) 


(2) Aree (x) + fu +2 (2) ore fuaw (x)? dx — 0 (N) 
is verified for N = 1, 2,..., then 
“ hy (2) + f(z) + +++ + fy (2) = 0 (N? (log Ny **) 


almost everywhere inax<x<b. 
We observe that RADEMACHER uses instead of (2) an other condition, that 


of quasi-orthogonality. The sequence fy (x) is quasi-orthogonal if ¥7j~ ; <l 
implies 

3 (2) fi, (2) + 2efe(z) +---Pdrsl. 
By putting z, = ‘* mr ecom Za, oO, ty45 = 243 = °°* = 2a = = N7? 
and zy4Nv41=-°+:=0 this gives candies (2). This aot La (2) is 


more general than that of RapEMACHER (I do not know whether they are 
equivalent); the result (3) can be proved under this more general hypothesis. 

The theorem just quoted was first modified by myself in connection with 
an application, where instead of O (N) the expression O (N (log log N)*) stood 
on the right hand side of (2)?). Later in collaboration with J. F. Koxsma 
we enounced a general theorem where O (1) is replaced by an arbitrary func- 
tion ® (M, N), increasing in N*). In connection with an other problem-I could 
improve our joint result for the case ® (M, N) = N*,k > 14). Finally jointly 
with KoxksMa we also made the same improvement for the general case 
@ (M, N)5). 

This last result of ours contains, from the point of view of application, 
essentially two theorems. In what follows we shall give new proofs of these 
theorems. 
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Our joint proof was based on a modification of Rademacher’s method. 
Rademacher obtained (3) as a corrolary of his theorem concerning general 
orthogonal series. Our modification consisted in avoiding the use of expan- 
sions in orthogonal series. As it is known D. MENCHOFF proved the theorem 
on orthogonal series in a different way*). The following proof will be based 
largely on this method of MENCHOFF. 


2. The first theorem and its proof. Our method permits the introduction 
of certain more general functions F (M, N; x) instead of the functions fy (zx). 
Also we can replace the interval (a, 6) by any measurable set ©. We posed 
jointly with Koksma the following definition: 


Let S be a measurable set in an euclidian space whose points shall be denoted 
by x. Suppose that the non-negative functions F (M,N; x) (M,N =0,1,...) 
belong to the class L? (S), where p => 1. Suppose further that F (M,0; x) =0 
and that 


(4) F(M,N;2) <F(M,N’; 2) +F(M+N’',N — N's 2) 
for every value 0O< N’ =< N, N=0,1,... and M =0,1,.... 

Hypothesis (4) becomes natural if we consider that F (M, N; x) generalizes 
the function |fy.i(z) +---+fmu4wn(z)|. This latter verifies in fact 


F (M,0; x) =0 and (4) becomes simply the triangle inequality. In the 
following discussion g(N)>0 will mean an increasing function verifying 


- 


(5) DS w-2(N ¢ (N))7* < 0; 
roughly spoken g (N) = (log N)'+*, where e > 0 is arbitrarily small. Under 
these hypotheses we proved the following theorem: 

Theorem 1. A) Suppose that for every couple (0, N) and (M,N) with 
OosN=sM-1 
{SF (M,N; x? dx =O(O(N)y(M,N)), 


where D(N)/N is a non-decreasing function of N. 


B) Let @(N) be a positive and increasing function verifying H(2") = 
= yp (0, 2") and 


n—A 
6) (2) = Tia Se ch Py (2 + 2). 
Conclusion: 
1 
(7) F (0, N; x) =0(®(N) P(N) p(N) (log N)?~")? 


almost everywhere on the set C. 

This theorem includes RADEMACHERs result mentioned above. In this 
case we can choose ®(N) = N, y(M,N) =1 and ~(N) =2log N. We 
thus obtain 

n—A 
n 2 —19A—n 
Sin T5202 


py (2" + wu, 2’, 2°—') =n < 2 log 2" = H (2") 
and hence by theorem 1 

F (0, N; 2) = 0(N (log N)® g (N))* =o (N? (log N)? *‘) 
almost everywhere. 
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Proof. By a known theorem of Abel there exists an increasing function 
a (N) + oo, such that Y « (N)(N p (N))—! converges at the same time as (5). 
So it is enough to prove 

1 

(7 bis) F (0, N; x) O(D (N) P(N) ¢@ (N) (log N)?—')? 
instead of (7). 

First we prove a fundamental inequality which is originally due to 
M. PLANCHEREL’”). We show that the inequality 
(8) F (0, N; x) < F (0, 2"; x) + S921 F(2" + a2’, 27 *; 2) 
is valid for N > 2, where n = n(N) is such that 2" < N < 2"+! and the 
numbers jp, verify 
(9) Osms2*-*-—1 (A SS ee 

In fact, let N > 2 and consider the dyadic developpement 


y on Qn—-1 j a 
N = 2* +-2¢,_,2 €&,2 + & 


where n = n(N)2=1 and e,_; = 0,1 for every A=1,2,...,”. By in- 


equality (5) we obtain successively 


F (0, N; z) SF (0, 2"; x) + F (2", en_1 2"- 1 +--+ + 9; 2) SF (0, 2"; x) + 

+ F (2*, e,_, 28-1; x) + F (2* + e,—1 2%}, eg 2 2°27 +--+ +e, 2) S 
-< FO, 2"; 2) + F (2", en_1 2"~*; x) + 

+ Star F (2 + egy 2 +--+ +2, e123 2). 


Introduce now the notations 


fa = ey eee T &,- g-*-s rT??? -F Qs 12 Te 
for 2 = 1, 2,..., (m—1) and suppose that uw, = 0. These uw, (A = 1, 2, .. ., n) 


verify indeed (9). Using the quantities 4, we can write the above inequality 
in the form 


F (0, N; x) < F (0, 2"; z) + Dini F (2” + a2’, ex-12''; 2). 
We supposed F (M,0; x) =0 and F(M, N; x) =>0, thus, considering that 
€) ~, takes the values 0 or 1. we get 


F (2" +- a, 24, eg, 24-1; x) < F (2" + pw, 24, 24-1; 2), 


and hence (8) follows from our last inequality. 

We note in passing, that in MENCHOoFFs paper there figures an identity 
(p. 84, line 8), which corresponds inequality (8). This identity, enounced by 
the author without proof, is not valid. To obtain the correct identity, the 
upper limits of summation in the definitions of A (/. s) and D (2,1, s) should 
be 2™ + s 2! 4 2'-! rather than 2” + (s +1) 24 This change does not in- 
fluence the succeeding parts of the proof there. 

Inequality (8) indicates already the steps to follow for the proof, for it 
results from (8) that to show (7 bis) it suffices to prove the following two 
assertions: 

1° If n is sufficiently large, then 

1 
F (0, 2"; x) < (D (2") P (2") p (2")) ” 
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for every xe S, excepted at most the points of a set having a measure inferior 
to a 6 given in advance. 
2°. If n is sufficiently large, then independently from the choice of OS tu S 
< gn—A aie 1 
' ; 1 
S31 F (2" + 2’, 2°"; x) < 2 (D (2") B(2") p (2") n?—')P 
for every xeS, excepted at most the points of a set having a measure inferior to 6. 
The proof of 1° is very simple. By the hypothesis we have 
[SF (0, 2”; x)? d x =O ( (2") py (0, 2")) =O (@ (2") H (2")), 
hence 


on, .\P ~1 
[ s—= =) 42 =0(9(2") ). 
 (2") @ (2") g (2") 





. 


Denote by £, the measurable set on which 


F (0, 2"; x)” > @ (2") H (2") w (2"): 


we obtain from the above inequality the estimation 





=A) oo: 0, 2"; x)? 1) 
meas E, =[ B,d 2 < | By A is = dx=O\q (2") )}. 
. . @ (2°) w (2°) @ (2°) 
By hypothesis (5) we have 
vec ae 100 li 10 12" . ~ 
an-19(2) 2 Lamia gn 22 ane (Sen-141(N g(N)) ) = 
2" ¢ (2 


»0o r r\\ 

| - S¥-2(N g (N)) 

So the index nm, = m, (6) can be chosen such that 
yo 


— N= No 


_ +00 —1 
meas E, = O(n, p (2") ) <6. 
By the definition of the sets Z,, this implies 


1 
7 9”. ‘ on on N\\ DD 
F (0, 2°; x) <(@ (2°) p (2°) wp (2-))? 
for every n => n,(6) and for every x excepted a set of measure 6. This is exactly 
the proposition 1°. 
It is the proposition 2° where Mencuorrs proof differs essentially from 
the method followed by RaDEMACHER and by Koxsma and myself. This 
method is based on the following set-theoretical lemma: 


Lemma. Let q = 1 be an arbitrary integer. If E, E,, E,,..., BE, are mea- 
surable sets in the sense of Lebesgue and 
EcE,+8#,+---+8#, 
in such way that every xe E belongs to q sets E;, then 
— =i ’ 
measE <q ~ 5 j=; meas £; 


i] i’ 


The lemma is due to MENcHorr, the following proof to A. KutntcuIne'). 


Let e (x), e,(x),..., e, (x) be respectively the characteristic functions of £, 
ee E,. As every point of E belongs to at least q sets EF; 
e (x) <q (ey (2) + es (a) +++ +e, (2)). 


26* 
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Hence we obtain in fact 
' a - . _ -l go . 
meas E [Se(xz)dxr<q . Xi 1 { Se; (r)dx=@q Xi ; meas E£;. 


In the following argument we fix n, thus it will be convenient to intro- 
duce the notation 


7 » a gi gi! 
(10) F (A, wt; 2) F (2" 4 fa i x). 


The sketch of the proof of 2° is now as follows: 
We show first that if x does not belong to an exceptional set, then all 
n—A 
values F (A, uw; x) (A ee 0,1,...,2 —-l) remain under a 
: mm : n 77/4 
certain bound. Thus the expression  )., F (A, u; x) can be very large com- 
pared to this bound only if relatively many terms F (A, 4; x) lie near to the 
possible upper bound. We then shall be able to apply the above lemma to 
the set of these points x with a relatively great value of g. It will then follow 
that the measure of the exceptional set is less than an arbitrary 6. 
Suppose first that p > 1 and define the number R by 


} 


| 2-8 | 
(11) R=|n2P+2 








Let us make the following remark. It follows from the hypothesis that ® (N)/N 
is a non-decreasing function of N that 


(12) 7H) (2") < @ (2”) 9 - od 
Let now e, be the set on which 
~ = S| 
ite F (A, w; 2) < R?-* (D(2") p(2") p(2")n )? 


for every couple (A, ~). We can easily estimate the measure of @. of the 
complementary of e,. 
For let e (7, A, 4) be the set on which 
= =e | 
(14) F (A, uw; x) > n?—! (D (2") H(2") w(2")n_ )? 


for a fix couple (A, ~). Then, by an argument used above, 


-[ in [ nF(i,u;x)P?dzx 
e(n,A, ) _4P 


n ?—* @ (2") @ (2") @ (2") 


meas é (7, A, 4) 





J €(n,A, #) e 


so finally 





a a ‘ n ® (2*) p (2” t pj 2", 2? = 4 
(15) meas € (7, A, {t) Oo Te | 
n ?~* @ (2")@ (2") y (2") 
It is evident by the definition of the sets e, and e (7. A, u) that 
n—A 


- m 2 —!1 4 
1 Pi ae e (R.A. mw). 


” v2 -1 n ® (2”) y(2" +n 2,2! 
jut taut a 


R®-) &(2") § (2") ¢ (2") 


hence by (15) 





meas @; = 


/ 
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Apply now (12) 




















—2 A— r 94 9A-—1 
meas @, >" yr? 19 n 2°" wp (2" + uw 2°,2°~*) 
ase, = Ziamel es 0 “wy F 
; <P _ (2") @ (2") 
oe" 
Now (11) and (6) imply 
n—A 
sn y2 —1 A—n n 4 2a p—l 
i “jni“p=0 2 y (2°+ 2°, 2 n -% 
meas é, = O| ———__*=—— " i f we = O(p(2") jn?! 
P (2") y (2") a 
n?* 
hence, as p > 1, we obtain finally 
> yw ) =~} 
(16) meas @ = O(@ (2") ’) 
Define now the sets e,; 9 = 2, 3,..., R in the following way: the point x 
belongs to e, if and only if the inequality 
4 ad 3 
i 1) ?-1 eure (A, #3 2) - <o p—1 


(17) " { ry 
\® (2”) @ (2") ¢ (2") n~! ? 
is valid for couples (A, ~) in number less than 


2p+2 





no nae 


Hence if zee, then there exist at least 





couples (A, 4) so that 
4 


1 
(g — 1) ®—1! (@ (2%) H (2") w (2") un")? <F (A, ws; 2). 
We estimate the measure of this set 2, using MENCHOFFs lemma. Let E,{ A, 4) 
be the common part of @, and e (9 — 1, A, u) defined in (14). In virtue of (15) 
n @ (2”) y (2" +4 24 24-1) 
4p 
(g—1) ?—* & (2")H (2") 9 (2") | 





(18) meas EZ, (A, “) < meas e(o — 1, A, wu) =O 





If now x belongs to @,, then it belongs to ¢, sets e(g—1, A, u) and hence 
to the corresponding sets EZ, (A, u). Thus 


n—A 
_— mn 2 —-lp - 
SC Fiat Papeete E, (A, w) 


in such way that every point belonging to the set on the left hand side belongs 
to at least q, sets on the right hand side. So by the lemma and the signifi- 


cation of g, 








2p+2 n—A 
meas €, < 0 ?- 1 n~! Jj- 1 ple ni | meas E, (A. f). 
By (18) we obtain 
2p+2 ans n @ (2") p (2" - p22") 
meas €é,< 9 ?-! n-1 S9_, Sv O ip 


(v — 1) ®—? 2") p(2") p (2”) 
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Again by (12) 





wetao* 52... 5*.=" 
meas €, <= 0 ae O;- ¢ =~. - a) 
and finally by (6) 


= ‘ on\-! 
(19) meas @, = 9-7 O((2") °). 
Define now the set EL, = ¢,¢,...€, as the common part of the sets e,, 

€y,..+, €p. We have the complementary set 

E, e J 5 } + +p 
and hence 

— E. F v ~R een 

meas E, <= 3 ,—1 meas @,. 


Using (16) and (19) it follows 
; R ° 7 - 
meas E,, p 107 “O(@ (2") ') O(  (2") y, 

This estimation achieves essentially the proof of proposition 2°. We have 
seen in the proof of 1° that pre 2 p (2") “1! = oo, and so that the index 
Ny = NM (d) can be chosen in such way that 

yoo ; ’ ‘ —1 - 
sv a=<n, meas E, ples n,O (gy (2") “)< d. 
rhus, to prove 2° we must only show that on the set Z,, inequality 
Dean 
Dini F (A, m3 x) < 2 (D (2") (2) w(2"))Pn 
is verified. 

If x belongs to E,, then it belongs also to the sets e, (9 = 2, 3,..., R). 
Therefore if N, denotes the number of those couples (A, ~) for which (17) 
is verified, then 
(20) Ni<n o- p—1 
But if ze #,, then x belongs also to the set e,, and thus (13) is verified for 
every couple (A, ~). This bound coincides with the one we obtain in (17) 


when we chose 9 = R. This means that excepted N,+ N,+.---+ Np 
couples (A, 4), for which (17) is verified, all other couples verify 

1 
(21) F (A, ws; 2): (D (2") ~& (2”) p (2") n- ') P. 


’ ° 2 —r > 
Consider now the sum )%~, F (4, 4; x). In the most unfavorable case 
all NV, expressions F (A, 4; x), satisfying (17) figure in this sum. Their number 
is estimated in (20), hence by (17) they give a contribution less than 
4 1 1 7 
N,-0 p—l (® (2") w (2") q (2") n 1) P < o—* (D (2") w (2”) q (2”) )? “n Pp. 


Thus we obtain 


1 1 
n 1/9 R -2 , ee Bese - 
pa» 1 F (A, psz)<(d% 20 ) (D (2") w ( (2”) q (2” )) Pn p >) - 
where the remaining terms F (A, 4: x) figure in the sum »'’. The number 
of these — taking in account that we have summed for the values 
, 1,2,...,2 — does not exceed n, and each of them verifies (21). Hence 
1 1 


. ‘= 
. tea (D (2”) y (2”) )q (2":) Pn p 
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and thus our last inequality implies the inequality enounced in proposition 2°. 
We thus proved theorem | for the case p > l. 

In the case p = 1 MENCHOFFs method fails completely, and to prove 2° 
we can only the repeat the argument used with Koxsma (the proof of 1° holds 
good also for the case p BL): 

The inequality enounced in proposition 2° will proved if we show more, 
namely the inequality 

n A 


9 


(22) Stuy Dano’ F(A, ws 2) <2 (D (2") H (2") wp (2). 


By the hypothesis and by (12) and (6) 











n—A 
, 2 — F (A, ; 
re ¥% > a’ A #3 2) dx 
_ _ 9 ® (2") § (2"5 4 (2”) 
n—i y ” A gA-—1 
-” 2 @ (2°) yp (2” +- 4 2°,2 ) 
a} 1 00 - = f n 
® (2") 9 (2")p(2") | 
n— A 
yn ga -] .4.. i 
P p - 9A n., (Qn 4 —4 oA 1 _. 
o| A=1 “u=0 2 y (2 p2’,2 ) O(@ (2%) 1) 


p (2”) q (2”) 


thus the measure of the set where (22) does not holds is O(¢ (2n)-"), 
Using the fact that Sy .2 q (2n)~" converges we see that (22) holds on 
> excepted a set of measure 6 if only n is sufficiently large. Thus we have 
proved theorem | also for the case p = 1. 
3. The second theorem and its proof. Among the hypotheses of theorem 1 
figures the condition that ®(N)/N is a non-decreasing function of N. Our 
second theorem concerns the case when ®(N)/N'*” is a non-decreasing 
function, where y is an arbitrarily small positive number. In this case our 
result is as follows: 
Theorem 2. A) Suppose that for every couple (0, N) and (M,N): 
0<NsM-1 


(SF (M,N; x)’ dx =O(G(N) yp (M,N)), 


where ® (N)/N** (y >0) is a non-decreasing function of N. 
B) Let p(N) be a positive and increasing function verifying y(2") 2 
y (0, 2") and for any «(0S a< y) 
n 
yp (2) > Vp.) bxd —t gene , oy (2 pe, 2°, 21). 
Conclusion: 1 
(23) F (0, N; x) ta) (D (N) y (N) g (N)) P 


( 


almost everywhere on the set 

Proof. Let us take into consideration the partial results contained in the 
proof of theorem 1. First we see that. correspondingly to (7 bis), it will suf- 
fice here also to prove : 
F (0, N; x) =O(®(N) py (N) gy (N))? 


as (23) follows applying ABFLs theorem. 
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It is clear further that the fundamental inequality (8) will hold true in 
the present case, together with the restrictions imposed on the quantities y, 
by (9). Finally, as no hypotheses concerning ® (NV) were used in establishing 1°, 
this proposition will also be valid in the actual case. Hence by (8) it will be 
enough to prove the following proposition: 

3°. If n is sufficiently large, then independently from the choice of mu, 

1 


’ 76 94 94- - 6 6 
Via F (2" + wa 2’, 2", 2) Se (y, p) (D (2") p (2") @ (2"))? 
for every x e S, excepted, at most the points of a set having a measure inferior to 6. 
(Here c (y, p) denotes a constant depending only y and p.) 
To prove this assertation define the set e (A, ~) as the set on which 


(A —n) (y — «) 
on 94 oA-— 1, . ———— 
(24) F (2" +- eg 2”,2 : z) es Pp 





1 

(@ (2”) pw (2") p (2")) ? 
is verified. The complementary @ (A, ~) of the set e (A, ~) can be estimated 
in the known way. By hypothesis A) we obtain 


. ‘ gy gil P 
| oe F (2" } a2 a 3%) g—(A—n) (y—2@) 
= . 


meas @ (A, 4) : S 2 dz 
‘ ® (2”) w (2”) @ (2") 








¢ 6 gy oA- 
or-se~< ® (2*) y (2" + wa 2’, 2 2) 
® (2") § (2") @ (2") 
Consider now the common part £, of the sets e (A, u). We can estimate 
the measure of the complementary of £,, immediately because of the relation 
n—A 
A n 2 -—-1l—, 4 
E,, aa 1Lu,-0 & (A, M). 


Hence it follows, using the above estimation, 





meas E,, < 3’, d’,,, meas @ (A. u) = 
—A P 9A S g4 9A 1 
yr -) a g4—n)(«—y) , ® (2*) __y (2" + 4y2°,2 ) 
— £28 1 ou My 0 O ® (2") p (2") p (2") 


On the other hand it follows from our hypothesis concerning the function 
® (N) that 

@(2') 29+”  wa-matn 

Oo") ~ eat” 


for every value 4 = 1, 2,...,. Hence 
Yo Ga—n) (+e) y (2" + a2’, 2—") "a 
rh “n 2 - 94A-n +a ~ T -— ¢ 
meas £,, Si 1m 0 o(2 ee] gy (2) 
y (2°) 
If we consider finally that by hypothesis B) 
n-—A 
mn 2 —1 g(A—n) (1+ 2) of y 94-1, - = 9" 
P 2 1Du,-0 2 y (2 + wa2,2 \syp(2), 


then we obtain the result 


meas E,, = O ( (2")” ‘) 
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Because of the convergence of the series 35 g (2")~* the index n, (4) 
can be chosen so that >'y_,, meas E,, < 6. Thus it suffices to show that 
in the set Z, the inequality of proposition 3° is verified. 

In fact E,, is the common part of the sets e (A, u). By definition (24) holds 
in e (A, w) and so (24) holds for every choice of A = 1,2,..., m and ma = 





=0,1,...,2"~*—1 in E,. Thus on the set E, 
z=" F (2" + a2’ 2-1; 2) _ (a—y) A—n) _ (a-y)A 
A=l1 , ; A {2 7 
i < din12 P < Srai2 P 


(@ (2") y (2") @ (2")” 


is verified, which proves proposition 3° and also theorem 2. 

We do not want to discuss here the special cases of the theorems just 
proved, the reader will find a detailed exposition in our joint work with Koksma. 
Here we want to mention only a special case of theorem 2, which yields easily 
an estimation for the arithmetical: mean 


2 —1 
dr (1--y P» (x) 


of an orthonormal sequence’). This special case is as follows: 
Theorem 3. If the sequence of functions F (M,N; x) => 0 is such that 
{SF (M,N; x)? dz =O0(N*(M + QN)) 
for every (0, N) and (M,N) wih 0S N=S&M-1, then F(0,N; 2x) = 
= 0 (N 9 ( N))? almost everywhere on the set G. 


In fact let us put in theorem 2 ®(N) = N? and y(M,N)=M+N 
and let y = 1, p=2. If we choose y (N) —4 N then # (NV) increases, has 
a positive sign and wp (2") > 2" = y (0, 2"). Further by (9) 


y (2 + a2, 2-4) = 2" 4+ 2 4+ 2°? < *t! 


and thus 
n—A 
m 2 —1 g(A—n)(1+y) on S ot=? 
be py (2" + 2,21) < 
n—A 
2 - _ . _ .. wm 
<Liataue © ee Zag 6 SP" eee). 


Therefore by the choice #(N) =4N hypothesis B) is verified and thus 
by (23) 
F (0, N; z) =O(N®-4.N @(N))* =O(N® (N))? 


almost everywhere on ©. And this is what we had to prove. 


1) RADEMACHER, H.: Math. Ann. 87, 112 (1922). — *) GAu, I. S.: Nieuw Arch. Wisk. 
(Amsterdam) 23, 13 (1949). — *) GAL, I. S., a. J. F. Koxsma: C., r. 227, 1321 (1948). — 
*) GAL, I. S.: C. r. 228, 336 (1949). — 5) GAL, I. S. a. J. F. Koxsma: Proc. (Amsterdam) 
53, 638 (1950). — *) Mencuorr, D.: Fund. math. 4, 82 (1923). — *) PLANCHEREL, M.: 
C. r. 157, 539 (1913). — *) Cf. 1. c. 6), p. 84. — *) GAL, I. S.: Ann. Grenoble 1, 50 (1950). 
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Die Differentiation beliebiger reeller Ordnung’). 
Von 


N. SrcLorr in Miinchen. 


I. Einleitung. 


Das Probiem, eine Differentialrechnung aufzustellen, die eine Differentiation 
beliebiger reeller Ordnung erméglicht, ist bereits so alt wie die Differential- 
rechnung selbst, da die ersten Versuche dariiber sich schon bei Lersniz 
finden. In der Folge wurde dieses Problem von EvuLer, Fourter, LIOUVILLE 
u. a.m. behandelt. Einen sehr guten Uberblick itiber die Entwicklung dieser 
Frage bietet eine Arbeit von K. Bocnow?). Die unternommenen Versuche 
tragen gréBtenteils den Charakter einer Verallgemeinerung, d. h. sie suchen 
eine Rechnung aufzustellen, aus der die gewéhnliche Differentialrechnung als 
Spezialfall bei ganzzahliger Ordnung hervorgeht. Dabei ist man vielfach 
so vorgegangen, da man diejenigen Ausdriicke fiir die n-fache Ableitung, 
die sich durch n direkt ausdriicken lassen, nun auch dann fiir giltig erklarte, 
wenn dieses eine irgendwie gebrochene Zah! ist. So hat z. B Fovurtrer*) 
die durch gewéhnliche Differentiation erhaltene Formel 

(cos x)” cos|z-+ n =) 
auch auf beliebig gebrochene n ausgedehnt. NaturgemaB folgt daraus, dab 
die erhaltenen Resultate nicht mehr eindeutig sind, da ja an sich der Vielfalt 
der Verallgemeinerung keine Grenze gesetzt ist. Die verbleibende Willkiir 
ist auch nicht zuletzt der Grund dafiir, daB eine solche Differentialrechnung 
keinen groBen Eingang in die Wissenschaft gefunden hat. Auf die verschie- 
denen Ergebnisse und Methoden der fritheren Arbeiten, die von dieser Vielfalt 
zeugen, soll hier im einzelnen nicht eingegangen werden, sondern es sei auf 
die in der erwihnten Arbeit von K. Bocnow befindliche Zusammenstellung 
verwiesen. Von den spiiteren Autoren sei hier A. KruG*) erwahnt. Der Ver- 
fasser versuchte eine Ableitung dadurch zu definieren, daB er sie den drei 
folgenden Gesetzen unterwarf: 


‘Fi(zn . . — P , . 
1) SM) a F(z,n+1) 2) F(z,—») ff(z)dz 3) D*® D* f(z) = D™**" f(z). 


Cz 


a 
Dabei bedeutet D” f (z) die Ableitung beliebiger Ordnung von f (z), wo n eine 
beliebige, auch komplexe Zahl bedeutet, und es ist D” / (z) = F (z, n) gesetzt. 
Dadurch, daB die so eingefiihrte Ableitung den obigen Gesetzen geniigen 
sollte, wurde eine méglichst weitgehende Anpassung an die gewdhnliche 
Differentialrechnung erstrebt. Die daraus entstehenden Ergebnisse sind von 
einem freien Parameter abhingig; ihre Entstehung war daran gebunden, 


1) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultét der 
Georg-August-Universitat zu Gottingen als Dissertation (D7) angenommen. 

2) Bocnow, K.: Differentiation zu beliebigem Index, Diss. Halle 1885. 
') Fourrer: Théorie de la Chaleur, 1822, Oeuvres 1, p. 508. 
+) Kruc,. A.: Theorie der Derivationen. Wiener Denkschr. 57, 151 (1889). 
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gewissen Gesetzen zu geniigen, die der Differentialrechnung fiir positiv-ganze 
n entlehnt sind. In den darauffolgenden Arbeiten wurden solche Ableitungen 
definiert unter anderem durch Differentialgleichungen®), Integralgleichungen *) 
und ferner auch durch Einfiihrung von Operatoren’). 

Auf der anderen Seite haben es auch einige Autoren versucht, eine verall- 
gemeinerte Ableitung direkt aus dem GrenzprozeB eines Ausdruckes zu ge- 


: . : . 1 ’ . 
winnen, der in die Form a iibergeht. Zuerst wurde dies von LIovvILLE®), 


der von Funktionen ausging, die in Exponentialreihen entwickelbar sind, 
beilaufig erwaihnt. Spiter behandelte K. Bochow diese Frage ziemlich ein- 
gehend, aber es kam dabei nicht zu einem eindeutigen Kalkiil; es schei- 
terte an einer Schwierigkeit, die dadurch entstand, daB es sich dann um zwei 
Grenzprozesse handelt, die auszufiithren sind. Um dies kurz zu veranschau- 
lichen, soll das Ergebnis von K. Bocnow herangezogen werden. Auf S. 15 
der in Anm. 2 erwahnten Arbeit geht der Verfasser aus von der Reihe 


die den gewodhnlichen Differentialquotienten der positiven ganzzahligen 
Ordnung & darstellt. Darauf geht Bocnow dadurch zu einem beliebig gebro- 
chenen & iiber, daB er die vorliegende Reihe ,,ins Unendliche ausdehnt*, 


. &+) f eae 
D; t (x) ( 1) lim Ih, . 2. ( 1)A 1| » \ f(x 1. 1h) 
h—+0 k=1 k l 





weil, wie er sagt, die auftretenden Binomialkoeffizienten i. : 1) fiir kein 


endliches k zu Null werden, wenn & keine ganze Zahl ist. Aus diesen beiden 
Grenziibergingen macht der Verf. einen doppelten Grenziibergang, indem er 
also gleichzeitig A - O und die Partialsumme der obigen Reihe ihrem Grenz- 
wert zustreben laBt. So ergibt sich auch hier eine Vieldeutigkeit, weil dann 
das Produkt (k — 1) h bei k + und gleichzeitigem 4 > 0 einem Grenzwert s 
zustrebt, der unbestimmt bleibt und den der Verf. als ,,Intervall‘* bezeichnet. 
Weiter wird gezeigt, daB nur im Fall eines positiv-ganzzahligen € die Ab- 
leitung:von diesem Intervall unabhangig bleibt. 

(hnliche Versuche, wobei auch stets dieser freie Parameter auftritt, finden 
sich in den friiheren Arbeiten bei RreMann®), GriNwWALD!®), Most!') und 
VON SCHAWEN!*), 

\us allen diesen Definitionen geht wohl die gewéhnliche Differential- 
rechnung als ein Spezialfall fiir positiv-ganzzahlige Indizes hervor, und sie 
waren daher alle gleichberechtigt, als verallgemeinerte Differentialrechnungen 
bezeichnet zu werden. Durch die aber verbleibende Willkiir konnte der mehr 
oder weniger formelle Charakter derselben nicht ausgeschaltet werden. 

In der vorliegenden Arbeit soll der Versuch gemacht werden, eine Diffe- 
rentialrechnung von vorneherein so aufzustellen, daB sie sogleich fiir jede 
‘) Linpyer, P.: Uber die Differentiation mit komplexem Index und ihre Beziehung 
zur hypergeometrischen Funktion. Sitzgsber. Berl. math. Ges. 7, 77 (1908). 

®) Weyt, H.: Vjschr. naturf. Ges. Ziirich 62, 246 (1917). 


. « moe 


7) Post, E. L.: Generalized Differentiation. Trans. Amer. math. Soc. 32, 723 (1950) 
und auch O. HeavistpE: Electromagnetic Theory. London 1922, Bd. 2, Kap. 7 u. 8. 
LiovviL_e, J.: Mémoire sur le Calcul des Différentielles & "Indice quelcon:jue. 

J. Ecole Polytechn. Paris 1832/36, cah. 21, 24, 25. 

*) Rremann, B.: Gesammelte Werke 1847, 8. 332. 

1) GriinwaLp, K. A.: Z. Math. 12, 441 (1867). 

1) Most, R.: Z. Math. 16, 190 (1871). 

12) y, ScHAWEN: Programm des Gymnasiums zu StraBburg. 1881 u. 1882. 
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reelle Ordnung Giiltigkeit hat, ohne also von den Ergebnissen oder Rechen- 
regeln der gewohnlichen Differentialrechnung auszugehen. Da es sich hierbei 
also nicht um eine bloBe Ausdehnung der gewéhnlichen Differentialrechnung 
auf beliebige Indizes handelt, muB die Frage nach der Ubereinstimmung in 
allen Einzelheiten mit dieser im Falle positiv-ganzzahliger Ordnung an die 
zweite Stelle treten. 

Die Definition einer solchen Differentialrechnung durch Anlehnung an 
das Tangentenproblem, aus dem ja die Differentialrechnung seinerzeit ent- 
stand, erscheint wohl als aussichtslos, da ja eine geometrische Deutung eines 
hdheren Differentialquotienten ganzzahliger Ordnung durch die Ausgangs- 
funktion nicht mehr direkt méglich ist. Der nachstfolgende Schritt ist aber 
die Darstellung des Differentialquotienten als Grenzwert des Differenzen- 
quotienten, was ja bei der ersten Ordnung die analytische Erfassung des 
Tangentenproblems bedeutet. Bei den S. 401 erwaihnten Versuchen bildeten 
jedoch die Differenzen und deren Quotienten nicht den Ausgangspunkt der 
Betrachtung, vielmehr entstanden dort u. a. den Differenzenquotienten ahn- 
liche Ausdriicke bei der Erweiterung auf beliebige Indizes. 

Von dieser Eigenschaft des Differentialquotienten, namlich der Grenzwert 
des Differenzenquotienten zu sein, soll nun in dieser Arbeit ausgegangen werden. 


II. Definition. 
Wir fragen zunichst nach den Differenzen gebrochener Ordnung. Diese 
sind in der Literatur mehrfach behandelt worden") und werden von K. Knopp 
eingefiihrt durch 


re rs »/@ 
DB & SZ (—"(F) tare 
v=(@ 


wo 2, eine Zahlenfolge und « eine beliebige reelle Zahl bedeuten. Wenn nun 
obige Reihe konvergiert, so sagt man, daB die Differenz «-ter Ordnung von z,, 
existiere. Im Falle der Divergenz ist die Differenz nicht vorhanden. Diese 
Definition der Differenz ist eine eindeutige und hat sich in vielen Anwendungen 
bewihrt'). Darauf fuBend gilt jetzt folgende 

Definition: Es sei f (x) eine vorgelegte Funktion, die mit einem 2, fiir 
alle x > x, (— co <2, < «) erklirt ist, und « sei eine reelle Zahl. Dann sind die 
a-ten Differenzen dieser Funktion zum Abstande h > 0 gemaB obiger Definition 


(1) A* f(z), hk = J (- WP (S) f(z + ph) 


p=0 
fiir solche Werte von z, fiir die obige Reihe konvergiert. 
Der Ausdruck 


r(-1?(* L ph 
At f(z), h = (f= ph) 


h® ; h® 
8) CuapmaN, S.: On non-integral orders of summability of series and integrals. Proc. 
London inath. Soc. (2) 9, 369 (1910). Anpersen, A. F.: Studier over Cesaro’s Summa- 
bilitetsmetode. Kopenhagen 1921. Knorr, K.: Mehrfach monotone Zahlenfolgen. 
Math. Z. 22, 75 (1925). 

4) AuBer in den in Anm. 13 erwahnten Schriften auch: Tu. Katuza, Struktur und 
Eigenschaften monotoner Zahlenfolgen. Math. Z. 26, 345 (1927) und ferner A. F. ANDER- 
sen, Uber die Anwendung von Differenzea nicht ganzer Ordnung in der Reihenthecrie. 
Stockholm 1934. 
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ist sodann der Differenzenquotient «-ter Ordnung. Ist ferner die Funktion 
auch noch so beschaffen, daB der Grenzwert 


8 


im 


, '(— 1 (*) fe + pm) 
(2) f'*! (x) = lim LIS .. lim 2=° P 


h++0 h* h—++0 h* 





vorhanden ist, so soll f (x) als «-fach A-differenzierbar“) bezeichnet werden fiir 
diejenigen Werte von x > 2p, fiir die (1) und (2) beide existieren. Sein Wert 
soll dann die a-te A-Ableitung™) genannt und mit f'*! (x) oder [f (z)]!*! 
bezeichnet**) werden. 

Diese Ableitung ist damit als Grenzwert eines Differenzenquotienten defi- 
niert; die Abhangigkeit von einem willkiirlichen Parameter ist ausgeschlossen. 
Die Existenz der Differenz, d.h. die Konvergenz der Reihe (1), ist notwen- 
dige Bedingung fiir das Bestehen der Ableitung. Die Differenz ist eine Funk- 
tion von x und h, sie wird deshalb mit A‘ f (x), h bezeichnet. Dabei ist h reell 
und positiv, es handelt sich bei (2) nur um den rechtsseitigen Limes. 

Ist nun « gleich einer positiven ganzen Zahl n, so geht (2) tiber in 

‘ ' 
™ E(— 0? (8) z+ Ph) 
(3) (2) = lim : 
| h++0 h” 





Dieser Ausdruck stimmt bis auf den Faktor (— 1)” und bis auf die Bemerkung, 
daB es nur der rechtsseitige Grenzwert ist, iberein mit dem aus der gewéhn- 
lichen Differentialrechnung bekannten Grenzwert des Differenzenquotienten 
n-ter Ordnung. Es folgt also, daB es aus zwei Griinden eintreten kann, daB 
zwar die so definierte 4-Ableitung ganzzahliger Ordnung {'" (x), nicht aber 
die gewéhnliche Ableitung f” (x) existiert. Denn diese war ja nicht als Grenz- 
wert des n-ten Differenzenquotienten, sondern durch die n-fache Iteration 
des Differentiationsprozesses definiert und setzte fernerhin voraus, daB jeweils 
der links- und rechtsseitige Limes beide vorhanden sind und tibereinstimmen. 
In beiden Fallen gilt aber das Umgekehrte: Aus der Existenz der gewohnlichen 


Ableitung f (x) folgt diejenige der A-Ableitung f™! (x), und die Beziehung 
(4) f™' (x) = (— 1)" f™ (x) 


besteht nur unter der Bedingung, daB die rechte Seite existiert. Die 4-Ab- 
leitung ist also nicht an die Existenz der gewéhnlichen Ableitung gebunden. 
Diese Feststellung entspricht durchaus der in der Einleitung gemachten Be- 
merkung iiber die Ubereinstimmung bei positiv-ganzzahligem Index. 


Ist « = 0, so ist ersichtlich unter fi! (x) die Funktion f (x) selbst zu ver- 
stehen. 


Ill. Bemerkungen und Beispiele. 
a) Setzt man in (1) « = 1, so wird?’) 
Af (x), h =f (x) —f (x +h), 


%) Die Bezeichnung 4-differenzierbar, A-Ableitung, usf. soll an die Entstehung aus 
den A-Differenzen erinnern; vgl. Anm. 17. 

*) Eine Verwechslung mit der Bezeichnung [a] = gréBte ganze Zahl < « ist aus- 
geschlossen, da letzteres in dieser Arbeit nicht auftritt. 
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und es fallt auf, daB bei der Definition des Lerenizschen Algorithmus 
demselben ja die Differenz !’) 


A f (x), h =f (x + h) —f (x) 


zugrunde lag, d.h. mit entgegengesetztem Vorzeichen. So hat man ent- 
sprechend in der k-ten Stufe als Beziehung zwischen den beiden Differenzen 
k gE, 
A’ f(x) h=(—1) A f(a)h. 
Es mag an dieser Stelle woh! als stérend empfunden werden, daB von der fir 
die gewohnlichen Ableitungen gebrauchlichen Form der Differenz abgewichen 
wird, doch ergeben sich daraus groBe Vorteile, die bei gebrochener Ordnung 
zutage treten, so daB es sich lohnt, diese Abweichung in Kauf zu nehmen; es 
sei auch hier an die Bemerkung am SchluB der vorherigen Kapitels erinnert. 
b) Beziiglich der Konvergenz der Reihe (1) 148t sich aussprechen der 
Satz'*): Die Reithe 
oo 
, pia . 
(1) XY (— 1) (*) f(e+ phy 
p=0 P 
hat dasselbe Konvergenzverhalten wie die aus denselben Koeffizienten gebildete 
Dirichletsche Reihe 
co 
(5) DS (p+) 


p=0 


+) biz + ph), 
wenn a+0,1,2,... 

Man kann daher den Begriff der Konvergenzabszisse auf die Reihe (1) 
iibertragen und sagen, daB es eine reelle Zahl 2, — ~ <A< x, derart gibt, 
daB fiir alle «>A die «-ten Differenzen von f (x) (bei festem x) existieren 
fiir « < A dagegen nicht. 

c) Aus der Definitionsgleichung (2) S. 403 ergibt sich sofort, wenn (2) 
und yw (x) zwei a-fach A-differenzierbare Funktionen sind, die A-Differenzier- 
barkeit deren Summe zur selben Ordnung, und es gilt 

[p (x) + p (a)}' = gq! (x) + yp"! (2), 
da ja nach Voraussetzung die beiden Reihen der Differenzen von (x) und 
y (x) konvergieren. Selbstverstandlich folgt auch, daB ein konstanter Faktor 
bei dieser Differentiation erhalten bleibt. 

d) Einige Beispiele: 


l. f (x) c const. 
A*c,h= 3° (-— 1) () c =0, wenn «>0, und damit [c]'*! =0. 
p=0 


Fiir « < 0 ist demnach eine Konstante nicht A-differenzierbar, da ja dann 
die Reihe divergiert und also die Differenz nicht vorhanden ist. 


2. f(z) =a ™”, a>l, x>0,m>0. 
~ h h 
a mz . —m(r+ ) —msz —m 
la k= Dd 1)’ (*\a™ sa .” u=—e 7 
p=0 \P 
. —mh 
m xi[{2} . mr i a e mr a 4 
la | lim a a m (Iga). 
h—++0 : 
'*) Die Symbole 4 und A fiir die verschiedenen Arten der Differenzenbildung sind 


entnommen aus: G. Lyra: Zur Theorie der G- und H-Summierbarkeit negativer Ordnung. 
Math. Z. 49, 547 (1944). 

18) Der Beweis dieses etwas abgednderten Satzes findet sich bei E. Lanpau: Uber die 
Grundlage und Theorie der Fakultatenreihen. Miinch. Ber. 36, 194 (1906). 
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Fiir die auftretenden Potenzen nicht ganzzahliger Ordnung sind die positiven 
Werte derselben zu nehmen, da diese durch die konvergente Reihe der Diffe- 
renz eindeutig festgelegt sind. 


3. f (x) = sin z, —~aM< F< oO. 
Stellt man den sin 2 durch Exponentialfunktionen dar, so bekommt man bei 
der Differenzbildung 

a. 1 J ras p({% i(z+ ph) ~ p([@ —i(r+ph) 
A sinx,h =37) Y (- 1p Je — \'(- IP (je . 
“t |p=0 P p=0 P 
Beide Reihen sind fiir « > 0 konvergent, und man kann aus dem Ergebnis 
des vorigen Beispiels schlieBen: 


. z l *\@ —i “a 
(sin x}'*) —— (— ° —e ** #*}, 


azxi azxi 


woraus mit i' =e 2 und(—i)*=e ? folgt 


[sin x}"*! = sin (x — a- 3) mit «>0, —o<2£<0o. 
Ganz ebenso ergibt sich 
[00s z]'"! = cos(2—a-3), a>0, —w< 2< 0. 


IV. Die A-Differentiation negativer Ordnung. 


Bei negativem Index kann man in einigen Fallen zu folgender Darstel- 
lungsform gelangen. 


Satz 1: Es sei f (x) eine monoton abnehmende Funktion, die fiir alle x > 0 


erklirt, positiv und «-fach A-differenzierbar ist, wo —1<S %<0. Dann gilt 
{«] sa 1 - —a—l - ia 
f° (x) oe as f(x+é)dt fir x>0. 
Beweis: Aus (2) S. 403 wird mit «a = — 8B, 0< fisl 
(6) -?) (x) = lim WP SY (— —s =a ) f(z +pt+l-h), 
kh+>+0 p=0 p+ 


wobei die Erhéhung des Summationsindex um 1 nichts ausmacht, da ja der 

Beitrag fiir p=0 in (2), naimlich he ft (x), beim Grenziibergang (A > 0) ver- 

schwindet. Da nun nach der Voraussetzung f- 8} (x) existiert, so konvergiert 

obige Reihe fiir alle x >0 und nach dem Satz S. 404 auch die zugehérige 

Dirichletsche Reihe und damit die Reihe 

(6a) Dd (ptf f(ext+psri-hA), fir z>-h. 
p=0 


Weiter ist mit f(t) auch ¢’~'f(#) monoton abnehmend, da ja 0 < fp <1. 
Somit folgt, wenn man in (6a) h = 1 setzt. aus dem Integralkriterium”), 
daB das uneigentliche Integral 
a 
(tv 


0 


‘h(x +t)dt 


#%) Knopp, K.: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 4. Auf., Berlin u. 
Heidelberg 1947, S. 303. 
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an der oberen Grenze konvergiert. An der unteren Grenze wird zwar der 
Integrand unendlich groB, aber das Integral konvergiert daselbst, weil 
8—1>-—1 ist und f (x+1?) bei jedem festen z>0 fir alle t>0 beschrankt 
bleibt. Nun kann man in (6) die bekannte Beziehung 


+ — B \ = l ‘ 
(— if 5 & P\@+n "= + ep woe, > 0 mit p> ~, 


einsetzen und bei Beachtung der Konvergenz der Reihe (6a) schreiben 


RP =) 
(7) fi?! (zx) lim fe Ep tif" ft(z+p Fh) + 
h—>+0 (8) 5= 0 
e*" p-1 —- BY p—-1 —~, ) 
th’ > e,(p+ 1) f(x+pt+lh)+h D2, (p+ 1) f(z+ pth), 


p=0 p=m 
wobei das m so zu wihlen ist, daB nach Vorgabe eines ¢ > 0 gilt: 


€,, << € fiir jedes p2>m. 


In (7) ist das zweite Glied in der Klammer eine endliche Summe, die mit 
h + +0 verschwindet. Fir das dritte Glied gilt 


¥ > (p+) 1 (2+ p+ lh)i, 


p=m 


(8) W’ de, (p+1h~" je+P4T| <e 


p=m 





Ferner besteht bei den iiber f (2) gemachten Voraussetzungen die Beziehung”™): 
9) limhY ply 'f(2+pPih) =f f(e+nde, 

h++0 p=0 0 
da ja die Existenz des Integrals an beiden Grenzen gezeigt wurde. Daher 
ist der im Betrag stehende Ausdruck auf der rechten Seite von (8) mit 
h + 0 beschrinkt, und damit wird schlieBlich aus (7) 





fi" (=F 


womit der Satz bewiesen ist. 
Setzt man hier § = 1, so wird 


rch J "(x +t) dt, 


f(a) =f pat, 


d. h. die ,,— 1-ste* A -Ableitung ist pe zwischen den Grenzen x und o ge- 
nommene bestimmte Integral von f(z). Es soll jedoch weiterhin nicht von 
einer ,,gebrochenen Integralrechnung“ die Rede sein, vielmehr von einer Diffe- 
rentialrechnung, die durch den Ausdruck (2), S. 403, fiir alle reellen 
— oc < « < oo definiert ist. 

Weiter kann man daraus einige hinreichenden Bedingungen fiir die A-Diffe- 
renzierbarkeit einer Funktion ableiten. Durch Umkehrung des letzten Satzes 
bekommt man 


Satz 2: Ist } (x) eine positive monoton abnehmende Funktion und existiert 
das Integral 


: f(x+ dt, 

0 
**) Obwohl der Integrand bei t = 0 unendlich groB wird, verlauft der Beweis, da das 
Integral dort konvergiert (S. 406), ganz entsprechend wie etwa bei Potya-Szecé: Auf- 
gabensammlung und Lehrsatze aus der Analysis, Bd. 1, Berlin 1925, S. 41/199. 
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wo —l1sa< 0, so ist die Funktion zu jedem Index y A-differenzierbar, fiir 
den gilt: «xs y< 90. 


Beweis: Mit der Existenz fiir y = « ist die Existenz des Integrals 
fe? "f(x+dadt 
0 


auch fir 0 > y > « sichergestellt. Nach (9) folgt daraus mit y = — f die 
Konvergenz der Reihe (6a) und gleichzeitig die Existenz des 


foo) 
lim h ¥ (hp +1) "f(x +p+1h), 
h++0 p=0 
womit unter Beachtung von (7) und (8) alles bewiesen ist. 
Bekanntlich konvergiert 
ft 


0 


-a-—1 
f (x T t) dt 
an der oberen Grenze, wenn 


v 


-t "f(x +t) <e (c > 0 konstant) 
ist fiir beliebig groBe t und »y > 1. Aus diesem Kriterium la8t sich herleiten der 
Satz 3: Ist f (x) eine positive, monoton abnehmende Funktion und gilt ferner 
z-f(z)|\se (c >) 
fiir beliebig groBe x, so ist { (x) A-differenzierbar zu jedem Index «, fiir den 
l<a <0 gilt. 
Beweis: Wenn man in dem erwahnten Kriterium v = 1 + « setzt, so 
wird mit « B,0<B<1 
Pt trtHi<e, 
und es laBt sich stets ein e > 0 angeben, so dab f +e <1 bleibt. Die 
Konvergenz von 
co = ae 
ft *"f(x+bdt 
0 
an der unteren Grenze ergibt sich genau so wie S. 406 beim Beweis des 
Satzes 1. Mit der Existenz dieses Integrals ist der Satz unter Beachtung 
von Satz 2 bewiesen. 


Vy. Anwendung auf total monotone Funktionen. 


Wenn eine stetige, beliebig oft differenzierbare Funktion f (x) fiir x > 0 
der Bedingung 
(— 1)" f” (z) 20 


fiir alle n =0,1,2,... geniigt, so wird f (x) total monoton*') (vollmonoton) 
genannt. In A-Ableitungen ausgedriickt, lautet jetzt diese Bedingung 
” (x) 0. 


Eine solche Funktion laBt sich, wie in der in Anm. 21 zitierten Arbeit 
gezeigt ist, durch das Stre.tsEssche Integral 
21) Havusporrr, F.: Summationsmethoden und Momentenfolgen. Math. Z. 9, 74 u. 280 
(1921). 
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1 


(10) f(z) = f utd x (u) 
0 


als Momentfunktion einer monotonen nicht abnehmenden Funktion x (u), 
die beschrankt ist, darstellen. Diese ,,Belegungsfunktion“ ist sodann ein- 
deutig bestimmt, wenn man die Anfangsbedingung y (0) = 0 und die Be- 


dingung des arithmetischen Mittels y(u) = . x (u +045 zy (u—O) fir die 
Sprungstellen der evtl. unstetigen Funktion 7 (u) hinzunimmt*). 


Es soll nun eine total monotone Funktion auf die A-Differenzierbarkeit 
hin untersucht werden. Es sei jetzt «> 0 eine sonst beliebige reelle Zahl. 
Um nun die «-te Differenz von f (x) zu bestimmen, hat man gemaB 
(1) A* f (z),h = S (— 1)? (8) f(z + phy 

p=0 P 
zuniachst aus (10) 


1 
t(a+ ph) =fu7* dy u). 


0 
Wenn man nun weiter beide Seiten dieser Gleichung mit (— 1)” (>) mul- 


tipliziert und darauf von p = 0 bis p = © aufsummiert, so wird 


oo oil 
(11) xy (- 1? (*) f(z + ph) = f (- 1? (*) uttP* dy (u). 
p=0 P; p=-00 Pp 


Die Vertauschbarkeit des 2-Zeichens mit dem /-Zeichen auf der rechten 
Seite ergibt sich hier analog wie beim RremMannschen Integral aus der gleich- 
maBigen Konvergenz der Reihe. Da nun «>0,A>0,0su<l, |\wi/ <1, 
so konvergiert 

¥ (— 9? (*) wy = - a)" 

p=0 P 
gleichmaBig in u und A. Man kann also schreiben: 


1 
(12) A‘ f(x), h =f (l—w') ur? dy (u). 
0 


Bildet man nun den a-ten Differenzenquotienten und geht zur Grenze iiber, 


a 1 hy\« 

(12a) fi") (2) = lim i. lim { (") u"d x (u), 
ao h* ansoo \ 4A 

so kann man wieder den lim mit dem /{-Zeichen vertauschen, da es ja offenbar 
geniigt, daB der Integrand gleichmaBig in u gegen die Grenzfunktion kon- 
vergiert. Dies laBt sich hier aus einem Satz von Drn1**) schlieBen: Wenn in 
einem abgeschlossenen Bereich die Folge von stetigen Funktionen gegen eine 
stetige Grenzfunktion konvergiert und wenn die betrachtete Funktionenfolge 
eine monotone Folge bei jedem Argument bildet, so ist die Konvergenz im 


z 


-u* eine im Be. 





betrachteten Bereich eine gleichmaBige. Nun ist ( ; 
reich 0 <u <1 stetige Funktionenfolge, die gegen die im selben Bereich 
#8) Daselbst, S. 287. 

23) Vgl. R. Courant: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung, Bd. II. 
Berlin 1931, S. 89. 
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stetige Funktion (— lg u)* - u* konvergiert, da ja x > 0 ist, und zwar wichst 
sie bei abnehmendem h monoton fiir jedes Wertepaar wu und z. Die Kon- 


vergenz dieser Funktionenfolge ist also eine gleichmaBige, und man kann 


schreiben , 


(13) fi") (x) = ( (—Igu)' u* dx (u). 
0 


Es ergibt sich hieraus, daB eine total monotone Funktion zu jedem Index «> 0 
A-differenzierbar ist und ferner folgt aus (13), daB 


mit f”! (x) > 0 fir alle n= 0,1,2,... und x >0 


auch ist fi! (x) > 0 fiir alle «> 0 und x>0. 


Weiter ergibt sich die Beziehung iiber die wiederholte A-Differentiation 
einer total monotonen Funktion: 


(pe) cay! = fet” (2), a>0, B>0, 


wobei das Symbol auf der linken Seite besagt, daB / (x) zuerst zu einem 
Index « und darauf zu einem anderen Index f zu differenzieren ist. Dies 


folgt, wenn man den Ausdruck (13) fiir fi) (2) derselben Umformung unter- 
wirft, wie es mit dem Ausdruck (10) fir f (x) zur Bildung der Ableitung ge- 
schah. Die Schliisse, die dort zu den Gleichungen (12) und (13) fiihrten, 
kénnen auch hier angewendet werden, was ohne weiteres einzusehen ist. In 
der Formel (12a) ist h + 0 statt h + +0 gesetzt worden, was hier selbst- 
verstindlich méglich ist. Aus dem Obigen ergibt sich nun, daB, bei jedem 
reellen a> 0, f(x) in gewohnlichem Sinne differenzierbar ist und also 
insbesondere eine fiir alle x > 0 stetige Funktion von z darstellt. 
Ferner laBt sich herleiten der 

Mittelwertsatz a-ter Ordnung: Ist f{ (x) eine total monotone Funktion, 
so gibt es zu jedem h>0, x>0 und a> 0 ein 0< 8 <1 derart, daB die 
Beziehung 

A* f(x),h 


+ = fi! (24 + aBh) 
besteht. 


Beweis: Aus dem gewéhnlichen Mittelwertsatz, angewandt auf 1 — u* 
als Funktion von z an der Stelle z = 0, folgt 
1—u" 


—j—— a — a ie 
A Sc. 


wo 0 <#, <1 von & und von wu abhingt. 


Wenn man nun in den Ausdruck fiir den a-ten Differenzenquotienten ge- 
maB (12) 


(14) 


. / \@ 
Atos / (4; OY wed x (u) 
die Beziehung (14) einsetzt, so ae 
At 1 
(15) aan f(- Ig uy 0 a? dy (w) 
6 


Fiir das letzte Integral besteht aber die Ungleichung 

; h x ; Oh ; 

f (—lgu)* u*"- wu dy (u)< | (- Ig u)* a’ u*dz(u) < | (—Igu)* w* dy (u), 
0 0 


v0 


7° 











410 N. Srutorr : Die Differentiation beliebiger reeller Ordnung. 


denn im ersten Ausdruck ist 1 statt #,, und im letzten ist 0 statt 0, gesetzt 
worden, und es ist 0 < u < 1. Wegen (13) ist aber der erste Ausdruck gleich 
fis! (x + ah) und der letzte gleich fi! (x), so daB mit (15) gilt 
_ A* f(z),h < fit! (2). 

he 
Da /'*) (x) stetig ist, wird jeder Funktionswert zwischen /'*! (2 +h) und 


fi”) (x + ah) - 


fi?! (x) angenommen, so da man setzen kann 
A* f (x),h 

h® 
wo # ein passender Wert ist zwischen 0 und 1. Damit ist der Satz bewiesen. 
AbschlieBend soll noch ein Beispiel fiir die Differentiation einer total 
monotonen Funktion gezeigt werden. Der bequemeren Rechnung halber wird in 


f*! (x +-a@dh), 


(10) f (x) ; u*d x (u) 
0 
substituiert™*) mit wu =e". Mit dy (u) = —e~*d p (v) erhalt man 
(16) f (x) fe-ee+nd y (v). 
Fiihrt man dasselbe auch in (13) ein, so wird: 
(17) f'*) (x) f ote" F*M ay iy). 
0 


Nun soll als Beispiel die Funktion 
eS we > 0, =>Q, 
f (x) @i) wo z= 
betrachtet werden. Gleichung (16) lautet dann 
= { e °F +) dw (v). 
(z + 1)’ 0 
Es miiBte jetzt die Funktion y(v) ermittelt werden. Die Lésung dieses 
Momentenproblems**) ist hier sehr einfach, sie lautet niamlich 
vy’ j yy’! j 
I(v aa «CC ) —w GU, 
Yy (v) T (v 1 1) yp (v) T (v) t 
von deren Richtigkeit man sich durch Einsetzen iiberzeugen kann. Glei- 
chung (17) liefert dann 


{«] ; ee v(z4 
— = | 2 |v Et ay, 
(x + 1)” 














I(r) 4 
Substituiert man hier noch mit v (x + 1) w, so wird 
[2] eee 
= = : ——/ w le “dw. 
(z+ 1)"] P(v)(z+1)**" o 
techts steht aber das Eutersche /"-Integral, und die Lésung lautet somit 
j l {=| (iat+y — 
— | Ink F v) (1 + 2) ‘ 
(1 + 2x)’ | I (v) 





*4) Vel. Katuza, Tx.: Entwickelbarkeit von Funktionen in Drricuietsche Reihen. 
Math. Z. 28, 203 (1938). 

25) Vgl. O. Perron: Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1929 und auch die 
8.407 zitierte Arbeit von F. Hausporrr. 


( Eingegangen am 21. September 1949.) 
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Uber Nullgebilde analytischer Funktionen 
zweier Veranderlichen, die in singularen Stellen miinden. 


I. Teil. Durch ganze Potenzen asymptotisch approximierbare Nullgebilde 


Von 
GeorG Locker ¢ und Hermann Scumipr in Braunschweig’). 


Einleitung. 


Wir fiihren hier die ''ntersuchung des von dem einen von uns in [4] § 1, 
§ 3 (s. Schriftenverzeichnis) in Angriff genommenen Fragenkreises fort. Wie 
dort handelt es sich um Nullgebilde y = y (x) einer gegebenen analytischen 
Funktion f (x, y), fir die (bei geeigneter Grenzwertsdefinition) y > yo, falis 
x -» X 9, wobei aber die gegebene Stelle (z,, y,) eine singuldre Stelle von f (x, y) 
sein darf, so da nicht, wie in den iiblichen Fallen. der Wererstrasssche Vor- 
bereitungssatz anwendbar zu sein braucht. Die Aufgabe, solche Nullgebilde 
aufzuweisen und explizit. bzw. asymptotisch darzustellen, wird a. a. O. 
fir einige allgemeine Fille gelést. Insbesondere wird dort in § 3 (bei der 
Normierung 2, = 0, y, = 1)*) f (x, y) durch eine Potenzreihe der Form 


(1) » 2 f, (y) 
gegeben, die auf Grund der gemachten V oraussetzungen in einem Zylindergebiet 


(2) @G = {\x!< &, ye TZ}, (E> 0 fest!) 


konvergiert, wo & einen in | y| < 1 gelegenen Winkelraum mit dem Scheitel | 
bedeutet. Das Gebiet gleichmaBiger Konvergenz einer solchen Potenzreihe ist 
nun aber ein vollkommener Harroesscher Kérper (vgl. BEHNKE-THULLEN [1] 
[1 § 4, IIl § 4), und ein solcher braucht. auch wenn seine y-Projektion einen 
Winkelraum der Art T umfaBt, keineswegs ein Gebiet vom Typ & zu enthalten. 
Wir befreien uns daher jetzt von dieser Finschrinkung und lassen zu, dab 
der Konvergenzradius von (1) mit y— y, gegen Null geht. Ferner kann, 
ailgemeiner als frither, an die Stelle von T ein Winkelraum belicbiger Stellung, 
oder auch das Zwischengebiet zweier Kurven treten, die sich berihren diirfen, 
wenn auch nicht beliebig stark (vgl. Annahme II (c), unten § 2). Das Haupt- 
ergebnis von [4]. § 3, der dortige Satz 2, laBt sich dann sinngemaB unter einer 
Zusatzannahme iibertragen, die im wesentlichen darauf hinauskommt, daB der 


1) Die Abhandlung geht im Kern auf den ersten Hauptteil einer von G. Lockot auf 
Grund meiner Anregungen gefertigten, von der math.-nat. Fakultaét der Universitat Jena 
1941 genehmigten Dissertation zuriick, die spater in gemeinsamen Besprechungen weiter- 
gefiihrt und, nachdem Herr Locxor den Néten der Nachkriegszeit zum Opfer gefallen war, 
von mir nochmals umgearbeitet wurde. (H. 8.) : 

2) Diese Wahl von 2p, Y» ist natiirlich willkiirlich und in [4] hauptsichlich wegen ihrer 
ZweckmaBigkeit in dem Sonderfall getroffen, daB (29, y.) auf dem Rand des Gebietes 
absoluter Konvergenz einer Potenzreihe in (x — 2», y — y,) liegt, worauf dann die Nor- 
mierung 2%» = y; = 0, yo = 1 naheliegt. Im folgenden wird abweichend x = yo = 0 an- 
genommen. 
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Konvergenzradius von (1) mit y — y, nicht allzu schnell gegen 0 gehen soll (Satz I, 
Il; Vor. D). Alsdann verlaBt die durch ein formal berechenbares. mutma8- 
liches Naherungspolynom y = P(x) erklarte analytische Fliche wenigstens 
fiir eine Teilumgebung von x = x, das Konvergenzgebiet von (1) nicht, und 
es erweist sich in der Tat P(x) als asymptotische Naherung fir eine Lésung. 
Entsprechend gibt es in allgemeineren Fillen asymptotische Niherungen vom 
Putsruxschen Typ, die also nach gebrochenen Potenzen fortschreiten, doch 
wird hierauf in dieser Arbeit nicht mehr eingegangen. 


§ 1. Allgemeine Grundlagen. Hilfssitze iiber asymptotische Darstellungen. 


Ist § eine Punktmenge der komplexen Zahlebene mit dem (endlichen) 
Haufungspunkt z,, so bezeichnen wir als 3-Umgebung von z, den Durchschnitt 
3, von 3 mit einer gewéhnlichen Kreisumgebung |z — “of <r und erkliren 
dann mit diesem Umgebungsbegriff die Bezeichnungen lim, 0, O und den Be- 
griff der ,,asymptotischen Darstellung k-ter Ordnung“ wie tiblich (vgl. [3] § 1). 
Bei dieser letzteren Ausdrucksweise ist ein fest vorgegebenes ,,Skalenstiick“ 
y, (z) (v = 0, 1,...k) zugrundegelegt zu denken (9, (z) + 0 in 8, 

Py +1 (z) = o (gy, (z)), und sie soll besagen, daB r,(z) =o (gq, (z)), wenn 
k 


r, (z) =f (z) — » a, 9, (z) (f(z) in einer 83-Umgebung von z, erklart); hierfiir 
v=0 


( 
k 
schreiben wir auch f (z) ~ » a, ¢, (2). Die Beiwerte a, sollen in dieser Arbeit 
0 
von z unabhangig sein, diirfen aber von einem Parameter w abhingen; falls 
dann r;,/q, gleichmaBig in w gegen Null strebt, heiBt auch die asymptotische 
Darstellung gleichmaBig (glm.) und wir schreiben ~ statt ~. 


Hilfsssatz 1. Es sei 3 ein Bereich der z-Ebene. jeder Punkt dessen mit dem 





Nullpunkt durch einen (abgesehen von z = 0) ganz in 8 verlaufenden Weg C 
von einer Lange I. < M |z! verbindbar ist (M > 0, fest). Ist dann 
.  firdiz " 5 . ‘ . 
1) lim a, fir 0 < »y <I vorhanden, so gilt fiir z + 0 


yt 
z-—-0 ’ 


i 
r, (z) = f (z) — 3 a, 2” =0 (2). Ist 
v=0 
2) iiberdies s+) (z) =O (z*), B > — 1, 80 gilt scharfer r, (z)=—O(2 +1 +4) 
entsprechend mit O statt o. 
Der Beweis ergibt sich unter Beniitzung der Tatsache, daB 


z—t L 
Max !z —?t| < LZ und Max |——|: T 
tec 2 |z} 





S M, 

ahnlich wie in [4] S. 545 aus der TayLorschen Formel mit Integralrestglied. 
Hilfssatz 2. Wenn f(z, w) fir z¢3 erklart und in w| < & regulir ist, 

ferner gim. in w die Darstellung gestattet 


k 
} (z, w) = u"™ + >’ a, (w) 2” (z + 0 in 8), 


v=1 


dann hat die Gleichung f = 0 bei geeigneter Wahl von r, R, = R fir z¢ 3, 
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genau n Lésungen w; mit |w;| < R, und fiir jede in |w| < R, regulare Funktion 
y (w) gilt mit konstanten b,: 
n 


» py (vj) 


~ b, 2” 
{=1 & 


¥ 


ol» 


n 
Ist § ein Gebiet und f (z, w) auBerdem fiir z ¢ 3 regular, so ist auch  w (w; (z)) 
j=1 
fiir z € 8, regular. 


Dies ist ein Sonderfall des Satzes 8, [3] 642/3, mit einer kleinen aus den 
Integraldarstellungen fast unmittelbar folgenden Erginzung fiir den Fall einer 
auch in z analytischen Funktion. 


§2. Problemstellung und Entwicklung eines formalen Lésungsverfahrens. 
Wir definieren den Bogen 
C, = {|y| =, jarey— A| < y} 
sowie die Bereiche 
Dr ={ly| < R, are y— B| < y} 
Din ={t s|y| < R, are y— B| < y}. 
Um méglichst viele Fille zu erfassen, machen wir iiber 8 und y einmal eine 
einfache und einmal eine allgemeinere Annahme. 
Annahme I. B, y const.,0< y Sa; Yp ist ein 
Winkelraum (vgl. Abb. 1). 


Annahme II. B und y sind fir 0<tsR stetig Dir 
differenzierbare Funktionen von ¢, derart, daB 








(a) y + 0 monoton fiir t+ + 0. 

(Der Fall einer positiven Winkeléffnung in 0 kann R 
mit Annahme I behandelt werden.) t 

(b) B’ (t)| <7’). 

Aus (b) folgt Abb. 1 
(b’) B)—y O<SOS 8 H+y'; 

ist daher 0 < t <t, so gilt weiter 

(b”) B (t)— Blt)! S y(t) — y (7); 


daher existiert nach (a) und der Caucnyschen Konvergenzbedingung 


lim £ (t) = 6 (0) = lim (8 (t) + y @). 
t t—+0 


—+0 


Die beiden Berandungsbogen y = t- e'+”) miinden also mit der gleichen 
Tangente in 0 ein und liegen wegen (b’) auf entgegengesetzten Seiten derselben. 
Ferner mége 9), gegen 0 nicht zu schnell schmal werden; es sei namlich 
(c) y >c-: {4 

— d ie 
mit noch festzulegendem c > 0, 4 > 0. SchlieBlich soll ¢- ral fiir t + 0 be- 

| 

schrinkt bleiben: 


(d) |e < 
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Man sieht leicht, daB 2), den Bedingungen des Hilfssatzes 1 fiir 3 geniigt. 
Als Integrationsweg C kann zu gegebenem y, stets folgender Weg genommen 
werden: 
3 \y| | Yol = ty, arc Yyg > are y= B (t,) (bzw. <,<); dieser Weg liegt 
nach Definition in 9)». 
li. 4; > \y| > 0, are y = Pit). Die Lange von Teil I ist: LZ, < wt,: die 
Lange von Teil II ist wegen (d): 
“pessoa see 
IL,={/)1l+P@ Bp? (jdt <f/yl+ Nd = Mt, 
0 0 


Fiir die Gesamtlange L gilt also: L < (x + M’)t, = Mt,. Daher ist der Hilfs- 
satz | auf 9), anwendbar. 

Die der Annahme II geniigenden GréBen bezeichnen wir mit ), €,, Dp, 
Dr und beziehen den Grenziibergang y > 0 stets auf Gebiete wie 9), oder 


Y,p. (Das Zeichen ~ in }, sowie spiterhin in é,, 0,, 7, und ahnlichen Symbolen 
besage stets, daB die betr. GréBe fiir t + 0 nach 0 geht.) 
Wir betrachten jetzt die (formale) Reihe 


a 
(1) » =" f, (y) 
z v=0 
(f, (y) regular in %)p, baw. Dr,)> die wir auf Nullgebilde untersuchen wollen. 
Wir setzen, sofern vorhanden, 
lim f (y) =: A,, 
y—0 
und nehmen an: 
Vor. (A): Es existiere und sei A,, = 0 fiir »y <m, Ano +9, Agi + 9. 
Vor. (B): Die A,, mégen noch fiir 0 < vy + n, A < k existieren (k fest, > n,). 
k 
Auf Grund dieser Vor. laBt sich zunachst aus der endlichen Summe >’ x’ f, (y) 


— 


0 

durch bestimmte formale Operationen ein Polynom k-ten Grades y = yp (2) 
ermitteln, von dem man auf Grund der sogleich zu schildernden Art der Be- 
stimmung hoffen darf, daB es unter gewissen Bedingungen eine Annaherung 
fiir eine wirkliche Lésung von f (x, y) = 0 ist. In § 3 werden die hierzu erfor- 
derlichen Bedingungen untersucht. 

Wir beschreiben im weiteren zwei solche formale Lésungsverfahren, von 
denen das erste nur im einfachsten Fall anwendbar ist. 


k 
Beide beruhen darauf, daB >° x’ f, (y) durch das Polynom 
0 





k 
P,(z, 9) = > 





k—vy) 
ersetzt wird. (i, : )- 


n 
1 
1. Setzt man, wie in [4] § 3, y, mit unbestimmten Koeffizienten an: 
Yo C,, 2™ + Ca4. 2%! canal C, x, 
so gibt Nullsetzen der Koeffizienten bei 2” (vy = 0,1, 2,...%) im Polynom 
P, (x, yo (x)) genau ein Lésungssystem (C,). (,,Methode des Koeffizienten- 
vergleichs k-ter Ordnung*). 
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2. Wir denken uns alle Wertepaare (vy, A), fiir die A,, +0 existiert, als 
Gitterpunkte in die (vy, A)-Ebene eingetragen, wobei die 4-Achse nach rechts, 
die v-Achse nach oben weisen mége. Wir kénnen nun, wie es bei Polynomen 
zweier Verinderlicher iiblich ist, die ,,unteren Stiitzsehnen“ zu diesem Gitter 
zeichnen®). Ihre Gesamtheit bildet in gewissem Sinne das Puiseuxdiagramm 
von f (x, y) fiir x = 0, y + 0. In unserem Fall besteht dies wegen Vor. (A) aus 
einer einzigen Sehne von der ,,Lange“ 1 (= Projektion auf die A-Achse, s. Abb.2). 
Jetzt laBt sich an P, (x, y) das bekannte Putseuxsche 
Verfahren der Koeffizientenermittlung durchfiihren, das 
wir ausfihrlich bringen, da spiiter auf jeden einzelnen 


Schritt Bezug genommen wird. erentaiot 
Setzt man _ % Annee 
© Ava 
(3a) y = w, 2, existiert 
so wird 
k {lv) A 
Py (x,y) = > ps a art wy) = 
yv=@QA=(Q “* 
k—n, 
= a+ Ao, (w,—¢,) + a™ x a” hy np (W) 
on 
mit 
[+] +1 
a w,A An,,0 
hy, (w,) = a Aus m,—m, 4,4 ° 1 =< A 
A * 01 





Zwecks Fortsetzung des Verfahrens muB das Puiseux- 


. \ ens 
i mm vo 
diagramm von pari 
k-n -_2k 
Po (x, wm) . if mh ; nm =3,k =9 
2 = = P, (x, w,) = w,—¢, +—— J x hy, , (w,) 
**01 ” = 


“01 p=1 


im Punkte z = 0, w, = c, untersucht werden. Es sind zwei Fille méglich: 

l. P, (x, w,) ist durch w, — ¢, teilbar, was wir zunichst ausschlieBen. 

2. P, hat wenigstens ein Glied x? (w,—c,)®; das Diagramm hat dann 
stets die ange 1. Seine Steigung (von rechts nach links) sei n, — n,; sie ergibt 
sich wegen 

hy, (wy) = Ay, (C,) + (Wy — Cy) - Ay, (GQ) + °° 
aus: 

hy, (¢,) = 90 fiir wp < ny— nm, Winn, (G) +O. 
Die entsprechende Substitution lautet 

W,— ¢, = we z™™., 
Das hiermit transformierte Polynom P, ist durch +™~—™ teilbar; der Quotient 
P, (x, Cc, 4+ Ws z%—) “77m tnh — P, (2, Wo) 

1a8t sich in der Form schreiben: 


P, (x, We) W's — Cy + - 
Ay, 


ne 
Dy he, (we) 2 + 0 (x*—™), 
=1 
*) Untere Stiitzsehne ist jede Gerade, auf der mindestens zwei Gitterpunkte liegen, 
wiahrend fiir alle unter ihr liegenden Punkte mit ganzzahligen, nicht negativen Koordi- 
naten A,, = 0 ist. 
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wobei c, + 0, die hy ,, (w,) Polynome {héchstens (| =} {+ 1) -ten Grades) sind, 
‘ 2 


und die bei der Umrechnung auftretenden héheren x-Potenzen durch o (a2*~—") 
erfaBt sind. 

An P, la6t sich obige Uberlegung wiederholen. Enthalt P, ein Glied 
(w,— c,)° x®, so hat sein Diagramm im Punkte x = 0, w 
Ihm entspreche die Transformation 


2 = ¢, die Linge 1. 


We a Co Ws 2s My 
usw. Das Verfahren wird vermittels 


(3b) W_ —- Cy Wo +1 
jeweils fortgesetzt, wenn nur 


k- Ng 





l . 

‘ 1 5 ) 4. 

a —e a ho, , (W_) * +0 (x 
é Ol pw 1 


h, ,,(w,) sind Polynome héchstens ({4] + 1) -ten Grades} noch ein Glied 
q 


(4) P, (z, vw.) = 


mit (w, — ¢,)° 2"¢+1~"¢ enthilt. Nach endlich vielen Schritten, spatestens fiir 
n, =k, tritt dies nicht mehr ein, etwa fiir g = s. Wir geben die Rechenvor- 
schrift: In diesem Falle ist 


wo, =6¢, 
zu setzen. — Die aneinandergereihten Substitutionen (3a), (3b) ergeben jetzt 
als mutmaBliche Naherungslésung 

Yo (z) = c, a™ + ¢,2"% +---+e,a%,n, ok. 


Man iiberzeugt sich, daB die Koeffizienten und Exponenten mit den unter 1. 
gefundenen iibereinstimmen. 
Wir legen den weiteren Untersuchungen das zweite Verfahren zugrunde. 


§ 3. Existenzbedingungen fiir Nuligebilde im Hauptfall. 
Satz I und II. 


Unter welchen Bedingungen definiert nun die Reihe (1) eine Funktion 
f(x,y), die ein in x = 0, y = 0 miindendes, durch y, (x) asymptotisch darge- 
stelltes Nullgebilde besitzt ? Um dies entscheiden zu kénnen, miissen Annahmen 
iiber den vernachlassigten Reihenrest gemacht werden. 





Vor. (C)4). Fir y < k,l, == 


1 
f,@4! +1) (y) o ( y ,—{1,]—1), 


Die weiteren Voraussetzungen und Aussagen dieses Paragraphen lauten 


nicht ganz sei 


fiir Yr, und Dr, véllig entsprechend, je nachdem, ob Annahme I oder II zu 
Grunde gelegt ist. Sie mégen daher nur fiir 9)z, gema8B Annahme I formuliert 
werden. 
Es werde definiert (vgl. Abb. 1): 
fin hes (y) _ H, (t). 
veVzeR, 


*) Entspricht Vor. 2a in [4] § 3. 


Nullgebilde analytischer Funktionen. 417 


H, (t) ist eine fiir t + 0 monoton wachsende Funktion. Sei ferner 


T () =—— 
lim )H, it 


mit den iiblichen Festsetzungen im Falle eines Auftretens von Null oder 
Unendlich im Nenner. 


oo 
T ist der Konvergenzradius der Reihe 5’ 2’ H, (t) in x, und wenn fiir) < t< Ry 
v=1 


T (t) > 0 ausfallt, ist >” x* f, (y) = f (x, y) jedenfalls fiir y € Yr,, |x| < T (| y|) 
v=0 


erklirt. 

T (t) nimmt fiir + + 0 monoton ab. An jeder Stelle ist daher ein rechts- 
und ein linksseitiger lim vorhanden. Wir wollen, soweit 7 (t— 0) + T (t) 
sein sollte, die Definition abaindern und setzen T (t) = T (t-— 0), womit also 
T linksseitig stetig geworden ist. 

Dann laBt sich zeigen: 

Ist T (t) > 0 fir 0 <t < Ry, so konvergiert (1) glm. in der Umgebung 
jedes Punktes (z, y), fiir den y € Yp,, |x| < 7'(|y|), und stellt daher dort eine 
regulire Funktion dar. 


Or, 





¥=0 xr=0 
Abb. 3. 
Beweis (s. Abb. 3). 


Sei y, € Yr,» !4%| = || < T= Tt), T—'\2, t; wegen der linksseitigen 
Stetigkeit von 7 gibt es ein 6 > 0, so dab 





3 
T (t, — 6) >| 2,|+ rad 
Dann ist fiir y— y,| < 6 
. l l 
fo. Wi6E,4- 9850" 75 6S Se 
T (t, — 6) —— {| ay z) 
t . _ 
wenn nur ¥ > | =): und fiir | z — 2,| - 4 wird 
le) 42 
4 
Iz hhsw|s|  — ’ 


\ |x 
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womit die Behauptung bewiesen ist. Offenbar ist f (x, y) regulir im Gebiet 
M = lyeVr,, |x < T(\y)}. 
Der einfache Nachweis fiir die Gebietseigenschaft von It sei unterdriickt. 
Wir wollen jetzt durch Annahmen iiber die H, (t) scharfere Voraussetzungen 
fiir 7 (t) einfiihren, die insbesondere die Posivitét von T (t) fiir t <t, < R, 


zur Folge haben. 
1 


Vor. (D). Es gebe eine Zahl # > |c,| ™ , so daB fir t + +0 
? H, (t) = ols m™ gim. in v. 
Hieraus folgt: fiir ¢ < t, sind die ot” H, (t) gim. beschrankt, und es ist 
1 
(5) T(th=jdt™. 
Es sei bereits Ry = t, gewahlt. 
Wir fithren noch folgende Bezeichnungen ein: 


z|\=r,arce,= g, (v= 1, 2....,8) (vgl. (3a), (3b)), a; = -(p — 9, +22})' 
1 
x) = (0 <|z| <r, |are x — a;| < 9} 
(der obere Index j werde nur im Bedarfsfalle geschrieben), 
R, ={|w,—¢,|<e}  (0,<|e¢,|), 
o, = |¢,| sin 4, (0 <b,< z) (vgl. Abb. 4). 


Fiir die bei Annahme II (§ 2) auf- 
tretenden, diesen entsprechenden GréBen 
und Bereiche ist es zweckmaBig, einen 
Parameter r als unabhiangige Verinder- 
liche einzufiihren, 0 < t < t, mit noch 
zu bestimmendem 1,. 

Es sei 


R, (t) = {|w, — | <6, (v)} 


mit 9, + 0 fiir t+ 0 auf noch festzu- 











Abb. 4. ne 
legende Weise, sowie 6, =|¢,|-sin 96). 


Setzen wir noch a; (t) = : (2 (t) — g, +22 7) und 


€.” = {|x| =r(t), jarc x — a; (t)| < 9 (T)}, 7% = F (Tt), 


— wobei 7 (r) fiir 0 < t < tT, das Intervall (0, r,) gerade einmal durchmiBt 
so ist die Vereinigungsmenge 
' {CM}. <e,™ nae 
das Analogon zu XY) ,.. 
Satz I. Unter Vor. (A) —(D) mit Annahme I (S. 413) gibt es bei gecignetem 
positivem 7 und 6, < y zu jedem j (= 1,2...m,) genau eine fiir x € Xj, 
regulare Lésung y = y; (xz) der Gleichung f(z, y) = 9 mit w,¢ &, 


Nullgebilde analytischer Funktionen. 419 


! 


(o, = |e,| + sin 4,), mn, 7 + 6, = y, fiir die gilt 
Yj EO M1 +++ +6, e™. 


Satz II. Wird gemaiB Annahme II (S. 413) Regularitat der f, (y) in einem 
Dr, mit 


A a, c > |c,|- le] ™ 


gefordert, so gilt obige Aussage unter den auf %)p, bezogenen Vor. (A) bis 
(D) fiir x € X77, we € Ky bei geeigneten 7 < 7,5, 6, > 0 und einer Funktion 


n (r) > Q. 


§ 4. Beweis von Satz I und If. 
Es kénnen nun zu den Rechnungen in § 2 die notwendigen analytischen 
Ergiinzungen gemacht werden. 
Es liege Annahme I zu Grunde. Wir bestimmen ein positives 


> 12 _ |¢|—o-™ 
5, < Min [y, are sin —4— , — 
¢, | 
und behaupten: 
l. Bei geeignetem ry und 9, = |¢,| + sin 6, ist f(xz,w,2™) regular fir 
© E Xy.y» |W, — C| < o, und 
2. fir z > 0 in &,,, ist 
Ul 
(6, I) t (x, w, 2) — Py (x, w, 2) = 0 (2*) 


gim. hins. w, € R, = {|w, — ¢| < @}- 


Beweis: 1. Wenn z in einem ,,,, und w, in &, variiert, so liegt 
y = w,2™ in DR, 
wo R = ro + (\e,| + @)- 
Dies ergibt sich sofort aus 
B= om, +, a; (mod2 2), y = 6, +” 7. 
1 
+ 
Sei nun R, vorgeschrieben, so daB nach (5), S. 418, firr sR, T(th2du ™. 
und dann r, so gewahlt, daB die Ungleichung 
r™ (je,| + 9,) = Ry 
erfiillt ist. 
Dann ist mit || =r, |y| =f 
t =r" \w,| > r™ ( ¢,| — 0); 
somit wegen der Monotonie 
1 1 
7,1) TW)> T(r (| — op) 20 (™ leq] — op) ™ =10 le] —e)”- 
Nach Definition von 46, ist 0, < |¢,| — 0-™, also 
1 
B (\c,| -- @,)™ > 1, somit T(t) >r. 


wenn r <r, und damit t < R, ist. Daraus folgt, daB (x, y) im Gebiet M 
liegt, in dem nach Hilfssatz 2 f (x, y) reguliir ist. 











420 G. Locxor ¢ u. H. Scuuipr: 


2. Zum Beweis von 2. wenden wir zunichst den Hilfssatz 1 (§ 1) auf 

j, (w, 2) an, wobei w, 2”, [I,], 1, — [l,]-—1. Da, 
bzw. die Rollen von <z, l, 8, 8 spielen. 
Danach ist fir y= k, x > 0 in & 


ren 
a 
(5) }, (w, z™) = Ya? - wy? + o (x*—*) 
a=o 4! 
und 
ke 
(9) S. = DY 2’ f, (wy a) = Py (x, w, 2) +- 0 (2*) 


0 
gim. hins. w, € 8. 


Zwecks Abschaitzung des Reihenrestes 


Ry ™ > x” i. (y) 
v=k+1 


bestimmen wir zu einem beliebigen positiven « gemaB Vor. (D) ein t, < Rg, 
so daB fiir t < 7, 


(10) H,(t)<e8-"t ™ 

ist; daraus und aus (7, I) folgt 

|R,| r-* : yr H, (t) <e %(—z) <e x gn) << gE, 
a-«™ Or | ¢,| — 0, ~ 


K const, also 

R, = o (x*) gim. hins. w, € &,, 
so daB unter Beriicksichtigung von (9) die Richtigkeit von (6, 1) nachgewiesen 
ist. Division von (6,1) durch A,, 2™ liefert 








F, (x, w,) f — 7 P, (x, w,) + 0 (a*-™) 
(11, I) Ass 
l k—n, 
Ww, -c 7 Dd a hy, ,, (wy) + 0 (x#-™) 
Ay <2; 
fir x¢€ %,,,, gim. in w, € &;. 


Auf Grund von (11, 1) kénnen wir nun wie es in [4] §3 geschieht, nach 
Hilfssatz 2 auf die Existenz je genau einer in x ¢€ x (j= 1,2...,,) regu- 
laren, in einer Umgebung von ¢, gelegenen Lésung uw (x) schlieBen. 

Um aber einzusehen, da diese Lésung gerade durch y, (x) (S. 416) asym- 
ptotisch dargestellt wird, gehen wir vermége des Rechenverfahrens 2. (S. 415) 
zuerst zu w, tiber. Wir benétigen dazu folgende 

Bemerkung (X ): 

Wenn eine Reziehung ¢ (x, w,) = 0 (x?) glm. fiir |w, — ¢, 
gemaB (4b) 





<.o, gilt und 


Ww, C, tr Wy4 1 x" a 2 
gesetzt wird, so kann bei gegebenem M durch hinreichend kleine Wahl von 
r’ glm. Giiltigkeit in x€ X,,, wr + i|< © erreicht werden, also auch in 


jwysa — Coa] < O41, wenn M > lc. 4 1|, 0.41 = M —|e,4,| gewahlt wird: 
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Diese Uberlegung, mit » = 1 auf (11, I) angewandt, liefert 


f (x, c,2™ + w, 2™) 


A,, 2” 


= P, (x, w,) + 0 (a*-%) 


F’, (2, @) = 





glm. in |v. — c9| < og: desgl. durch Fortsetzung des Verfahrens (vgl. (4)): 


F, (x, w,) = P, (x, w,) + 0 (2*#-%) = 


’ 





(12)  e:, ' 
=w,—¢, + ->) thy van, (w,) +0 (2*-%). 
“01 u=1 . 


Jetzt wenden wir auf (12) fir »y = s Hilfssatz 2 an und nehmen dort n = 1. 
ersetzen dort w durch w, — ¢,, k durch k — n, und setzen 3, = X7,,, y (w) = 

w=w,—c¢, Zu jedem x¢ X/), j =1,2...m,, hat also die Gleichung 
F, (x,w,) = 90 und damit f (x, y) = 0 genau eine Lésung w ¢ g? = 

{\w, — ¢,| < 0}, a < o,, fiir die gilt 

wi ~ ¢, 4 
k—n, 
Da F, fiir x¢ x, in x regular ist, ist es auch w?). Man sieht leicht, daB hier 
genau w,’ ~ ¢, ist, d.h., daB 2” fir 1 < n < k — n, den Koeffizienten 0 hat. 
k—n, 
Nach Seite 416 sind namlich alle Polynome h,, ,, (¢,) =9(u# =1,2..., & — m,); 
wire w,—c,~c+2*, 0< as k—n,, so kénnte das Polynom in (12) mit 
y = 8 nicht =o (x*—") werden. Durch Zusammenstellung der Substitutionen 
(3a), (3b) ergibt sich damit die Existenz von in «x ‘ Xz? reguliren Lésungen 
y y; (x) (J 1, 2B 0 op %), He Gis 
Yivgeit---ea" 
1k 

in x ¢ Xz), y¥€ Dr (F <1, R < R,). Wegen (3b) ist fir hinreichend kleines | a} 
offenbar |w,—c¢,| < 9, also unsere Lésung mit der bei (11,1) durch diese 
Eigenschaft charakterisierten identisch. 

Der Beweis von Satz II verlaiuft ahnlich. 
Es werden Funktionen 4,, %, 6, von t mit 

My — My a Ms 


ct ™ <b,<>7q-= yA ec > e|-le] 01 le, 








festgelegt und behau ptet: 


1. Bei geeignetem go, > 0 und r, > 0 ist 


f (2, Cc, 2 ' + we 2 *) 
fiir x € X,, 7 we € Ry regular, 
2. und fiir x0 in X,,, ist glm. in ws € K, 


> n Ny ‘ n n k 
(6, IT) t(z.c,2'+w, 2°) — Py(z,¢,x' + 22 * o(x). 


7 


Zum Beweis von 1.) miissen Gebiete #,7 (7; S 19), Me derart definiert 
werden, da8& sicher y¢€Yp,, wenn x ¢ X,,7. w2 © Ry. Sodann ware wie in (7, 1) 


r T (t) zu erweisen. 
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Es sei zuniachst w,€ ®,, x € Cc, (vgl. S. 414 oben), wobei 


1 
~ — c,| — B, (Ry) 
70) = (es crc = Ra 
le,| — 0, (%), }e,| + 0, (Ry) 


genommen sei. Wir zeigen, daB dann gerade |w, — ¢,|< 0, (r), d. h. w, € 8, (7) ist. 
Auf Grund von (3b) ist 
Ww, —¢, = w,27"-™, 
also wegen w,€ &,, x € €,: 


. . i> jm —n le _— 
Ww, — G Ws "|r (cy * < (|ee| + 02) r™—™ = 


(13) a N,— n, 
a > a S ——— n, 
si aa ia 02)| ey ay 
ks soll P,(¥(t)) <0, (t) erwiesen werden. 6,(t) ist durch Definition 
(S. 421) festgelegt. Zu der in Satz II auftretenden Zahl ¢ gibt es ein ¢ > 9, 
so daB auch noch 





(14) c>l¢.|-\|¢,; ™ 


ist. Fir geniigend kleines 
6, (T) « é, = 6, (T,) (T, < To) 

ist = as 

0, (t) = |e¢,| - sin 6, (t) > |e,| (1 — «&) 46, (7). 
Wird hier die Definitionsungleichung fir 5, (rt) unter Beriicksichtigung von (14) 
eingesetzt, so hat man 

i P... “at. © 
0, (t) > |¢g| - |e, s (l+e)t ™ 
Vergleich mit (13) liefert, daB bei geniigend kleinem g, und 1, (und damit 
D, (t)) fiir w, € R,, x € C, sicher O, (t) > P, (7 (z)) ist, also 
w, gw, (tT). 
Wir lassen jetzt (x, w,) das vierdimensionale Gebiet 
{xé €., w, € MR, (t)} 0 Tt 
(7, Min (Tp, t,)) durchlaufen und zeigen, daB y € Y)p,. 
Wegen y = w, 2", f w,|- [7 (z)]™ ist 


r c,| + B, (Tt) 


t<—-__—_.—__: (|¢e,| + 0, (t)) st = (< R, nach Definition von T,) 
|e, 0; (7) . C,| — @, (%) 

c,| — @, (t) lc, +0, (z,) _ 
und t > t-—_——+— =, also t < t < r—*>*——“++_ < Xj. 

Cc; — 0, (tT) Cy — Q, (7) 
Ferner: 

' £ > , 
lare y — B (u)| < |are 2™ w,— B (r)| + |B (t)— 8B (t)| 


<n, 4 (t) + 6,(t) + |B (rt) — Bb) 


S¥(D+7HW—FPD=7, 

wobei wir die Ungleichung (b’’) (S. 413) benutzt haben. 
Hiermit ist y¢€ Yr, fir x € X,7 {Er}, (0< 1< 7%), wy € RK, erwiesen, 
denn % (t) kann, dar F (r) eine eindeutige Umkehrfunktion hat, auch als 
Funktion von r angesehen werden. 
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Der Nachweis von (7, II) r < 7 entspricht dem auf S. 419 gegebenen. 
1 


Wegen t >t ist T (t) => T(t) > #0 t ™ und da 
1 


1 
|| = F(t) = y™ ,a<leqf * 


qj — 0; (tT) 
ist, so ist fiir geniigend kleines t < t, (und damit 6, (r)) auch noch 
(7, Il) T> 7 (t) =|2| 
erfillt und nach Hilfssatz 2 die Beh. 1. bewiesen, wenn r, = Min (7 (1,), 7 (t2)) 
gesetzt wird. 

2. Zum Beweis der Beh. 2. gehen wir wie auf S. 420 vor, wobei wir nur %,,,, , 
R, und oe, durch X,,5, KR, und 9, ersetzen. (8) und (9) gelten in diesen Gebieten. 
Das weitere gilt ebenso; schlieBlich gilt (11,1) nur fir w, € 8, (1), also ein 
Gebiet, das sich fiir t > 0 (und damit x > 0) auf 0 zusammenzieht. Daher 


ist Hilfssatz 2 nicht anwendbar. Dagegen erkennt man auf Grund des bisherigen 
leicht, daB fiir 


F, (x, Wa) = F, (x, ¢, + we 2™—™) + e— tM 

gim. in w, € &, gilt: 
(11, II) F, (z, w,) = P,{x, w2) + 0 (2*-™) 
Hiermit ist zugleich (6, II) erwiesen. Wir kénnen wie unter (11, I) weiter ver- 
fahren und kommen auf Grund von Bem. (X) zu einer Formel (12) mit » = s, 
worauf die Lésung wie unter I erreichbar ist. 

Man sieht ziemlich leicht, wie sich [4], 546, Satz 2 nunmehr hier unter- 
ordnet. DaB unser Satz I anderseits wirklich tiber jenen hinausgeht, zeigt schon 
das Beispiel f, + , (y) = y~!%”. Die dortige Vor. 3 kommt namlich in der jetzigen 


x 





v 











Bezeichnungsweise auf lim | f, (y) y|” <co hinaus und ist, wie die An- 
y>0 
nahme |y| = e—” zeigt, nicht erfillt, dagegen wohl die Vor. D fur beliebiges 


#> 0. Hier ist sogar T (¢t) = 1, so daB ein Konvergenzgebiet der Art (2) vor- 
liegt. Dies ist nicht mehr der Fall fiir fp, , (y) = y~°” mit 0 <o < 1 und dem 


Konvergenzgebiet | z| < ly’: Satz I ist jedoch anwendbar. Die nahere Aus- 
fiihrung dieser und anderer Beispiele verbietet der Raummangel. 
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Ober die Fortsetzung analytischer Flachen. 


Von 
Wotreane Rorusrein in Marburg (Lahn). 


Der wesentliche Inhalt eines friiher bewiesenen Satzes!) kann folgender- 
maBen ausgedriickt werden. Voraussetzung: 8 sei ein schlichter, beschriinkter 
Regularitdtsbereich des R,, (n > 3) und R sein Rand. Die (2 n — 2)-dimensio- 
nale analytische Fliche § mége RK unter anderem in einer abgeschlossenen, (auf %) 
-usammenhingenden Menge S innerer %-Punkte schneiden, die ohne Aufgabe 
des Zusammenhanges nicht erweitert werden kann. Behauptung: Dann begrenzt 


S ein beschrinktes singularitdtenfreies %-Stiick %s, dessen Rand genau S ist. 


¥s liegt in B. — Aus der letzten Aussage folgt sofort, daB dieser Satz nicht-all- 
gemein fiir Nichtregularitatsbereiche richtig sein kann. Denn natiirlich lassen 
sich Bereiche konstruieren, die aus ein von mehreren Kontinuen begrenztes 
Flichenstiick ausschneiden. 

Andererseits ist es aber von untergeordneter Bedeutung, ob solche weiteren 
Schnitte von ¥ mit R vorhanden sind oder nicht. Wichtig ist nur, ob es iiber- 
haupt ein singularitatenfreies *-Stiick ¥s gibt, welches genau von S berandet 
wird. Das kann fiir schlichte beschrinkte Bereiche $8 ohne wesentliche Ein- 
schrinkungen bejaht werden. Es geniigt, vorauszusetzen, daB % stiickweise 
von Hyperebenen berandet wird; genauer: Ri soll aus endlich vielen Hyper- 
ebenenstiicken bestehen und jeder Punkt von i soll Randpunkt auch des 
Komplementes 8 von % sein. Dann besitzt 8 keine ,,Einschnitte*. Diese 
Bereiche nennen wir ,,Normalbereiche“. Zur Erleichterung der Vorstellung 
fithren wir den Beweis fiir einen Normalbereich des R,. Im R,, geht es genau so 

Der angegebene Satz steht in unmittelbarer Beziehung zu dem Problem 
des Zusammenhanges der Singularitéten von analytischen Funktionen min- 
destens zweier Verinderlichen, das zuletzt von H. BEHNKE?) behandelt wurde. 
Der dort auf ganz anderem Wege bewiesene Satz 2 driickt einen ahnlichen 
Sachverhalt wie unser Satz aus. Die Satze decken sich jedoch nicht. Wihrend 
wir vorlaufig noch voraussetzen miissen, daB 8 beschrankt ist, ist dort ein- 
schriinkend vor allem die Forderung, daB die Funktion endlichblattrig ist, 
eine Voraussetzung also iiber den Funktionsverlauf im groBen. AuBerdem 
handelt es sich dort stets nur um eindeutige Zweige der Funktion. -- Man 
kann sich den Zusammenhang des BeHNKEschen Satzes mit dem unseren 
so vorstellen (wobei angenommen wird, bei uns brauche $ nicht beschrinkt 
zu sein): Man geht von den Funktionen im R,, iiber zu den ihnen entsprechenden 
Flachen tiber dem R,,, . ., im wesentlichen also zu ihren RrEMANNschen Flachen, 
und driickt dann den Inhalt des Satzes in der gehérigen Allgemeinheit aus. 


*) Rorustern, W.: Die Fortsetzung vier- und héherdimensionaler analytischer Flachen 
des R,» (n > 3). (Coustnsche Verteilungen 2. Art.) Math. Ann. 121, 340 (1950). 

*) Bennke, H.: Uber die Fortsetzbarkeit analytischer Funktionen mehrerer Ver- 
iinderlichen und der Zusammenhang der Singularititen. Math. Ann. 117, 89ff. (1939). 
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Bekanntlich st6Bt der Beweis des alten Hartocs-Oscoopschen Satzes*) auf 
groBe Schwierigkeiten topologischer Natur. Diese Schwierigkeiten treten hier 
nicht auf; sie werden durch einfache funktionentheoretische Siatze ausge- 
schaltet. 

Das Beweisprinzip ist sehr einfach und vom Hartocs-Oscoonschen Satze 
her bekannt. Man schlieBt 8 in eine Kugel & um einen auBeren Punkt 0 (es 
kénnte ebensogut ein innerer Punkt sein) ein und zieht & auf den Mittelpunkt 
zusammen. Gleichzeitig wird vom Rande S her fortgesetzt. Den Kern des 
Beweises bildet die Tatsache, daB die Fortsetzung nicht zum Stillstand kommen 
kann. DaB dieser einfache Beweisgedanke sich wirklich durchfiihren laBt, 
beruht vor allem auf den folgenden Sitzen A, B, C. 

Zur Bezeichnung werde folgendes bemerkt. Die mit ~ versehenen Buch- 
staben bedeuten stets Mengen von $-Punkten. Ein Punkt P von § ist wie bei 
Rremannschen Flaichen durch den Grundpunkt P und ein zu P gehoriges 
%-Element > definiert. Wir denken uns &p gegeben durch die Nullstellen einer 
in P irreduziblen Gleichung gp = 0, welche einer Kugel um P angehéren und 
eine zusammenhangende Mannigfaltigkeit bilden. ,,Zusammenhangend“ usw. 
bedeutet im folgenden immer aut ¥ zusammenhingend“ usw. Die Grund- 
mannigfaltigkeiten von %}-Punktmengen werden durch die gleichen Buchstaben 
ohne ~ bezeichnet. Ferner bedeutet etwa [3t]: 3t mit EinschluB seiner Hiu- 
fungspunkte. SchlieBlich verstehen wir unter U, (9) die Vereinigungsmenge 
der Punkte aller Kugeln vom Radius e um Punkte von %. 


Satz A*). U sei das KugeléiuBere p = |z,/? + |z.|? + lzs|? >1, R ein Punkt 
auf p = 1 und U eine Kugel um R. Ist dann V in UNO algebraisch, so auch 
in R. Es gibt also eine ,,lokale Fortsetzung (Wp, gp)“ von V, 80 dap gp und V 
in Up OU dquivalent sind. 

Satz B. Die analytische vierdimensionale Fliche § schneide yg =l1u.a. in 
einer abgeschlossenen zusammenhingenden Menge K innerer §-Punkte. U, (K) 
sei irgendeine e-Umgebung von K. Dann gibt es ein Flachenstiick x C %, welches 
K im Inneren enthalt, dessen Grundpunkte in Ui, (K) liegen und das in U nicht 
zerfallt. Der Schnitt von Fx mit dem Kugeliuperen U bildet also ein einziges 
Flachenstiick Ena. 


Beweis: Auf $ gilt der Hetne-Boretsche Uberdeckungssatz. Zu jedem 
Punkt P von K gibt es ferner ein P definierendes %-Element &, das beliebig 
klein gewahlt werden kann. Aus Satz A folgt, daB € in & aus einem Stiick 
besteht, wenn die zugehérige Kugel um P nur geniigend klein ist. Denn in W 
kann © in héchstens endlich viele Stiicke zerfallen. Angenommen, zwei von 
ihnen, &, = G,, hatten P als Randpunkt! Dann entspricht G, und &, je eine 
in Up zulassige Verteilung V,+ Vz. Beide Verteilungen lassen sich nach P 
fortsetzen, und zwar so, daB die Aquivalenz der Fortsetzungen Vf, V3 mit 
V, bzw. V, in & gewahrt bleibt. Also kénnen &, und &, auch nach der Fort- 
setzung nicht miteinander zusammenhingen (sonst miBte V2 in M neben 


’) Vgl. H. BennKE—P. THULLEN, Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Ver- 
anderlichen; 8. 50, Satz 18. Erg. Math.. Berlin: Springer 1934. 
*) Vgl. +), Satz 2. 
28* 
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&, auch &, definieren, folglich €, schon auf V, —0 liegen). Das ist jedoch un- 
méglich. — Endlich viele dieser Elemente geniigen zur Uberdeckung von K. 


Sie definieren ein einziges Flachenstiick + xs das in & nicht zerfallt. 


Satz C). M sei eine abgeschlossene Punkimenge auf m =1. Jedem Punkt P 
aus M sei eine Kugel Up um P und eine dort reguliire Funktion gp so zugeordnet, 
dap im KugeliuBeren U die Aquivalenzbedingungen: gp/gg und Jalgp regular in 
Up Ug OH erfiillt sind. Dann definieren die g) in einer vollen Umgebung von M 
eine zuldssige Verteilung V regularer Ortsfunktionen. 

Beweis: Man ordne jedem P eine Kugel Up CU, zu. Dann ist gp auch 
auf dem Rand von Up noch regular. Endlich viele Up, etwa Ij, . . ., 11; tiber- 
decken W vollstindig. Die Paare (U,g,) (o 1,..., 8) definieren in 
B=... Uy; eine Verteilung V,, die in A B offenbar aquivalent V ist. 
V, geniigt aber auch in einer vollen U (Mt) den Aquivalenzbedingungen. An- 
dernfalls muB es nimlich einen Punkt R* auf IM geben, so daB die Aquivalenz 
in jeder Umgebung von R* gestért ist. In R* ist nur die Aquivalenz derjenigen 
g, zu priifen, deren zugehérige Kugeln R* im Inneren oder auf dem Rande ent- 
halten. Alle diese g, sind in R* noch regular und in einer Umgebung von R* 
auf der Seite g > 1 paarweise zueinander aquivalent. Die Aquivalenz iiber- 
trigt sich aber sofort auf eine volle Umgebung von R*; denn die Quotienten 
Jo, ?Jo, UNA Jo,:GJo, miissen in R* regular bleiben. Die Aquivalenz kann daher 
in R* nicht gestért sein. — Also geniigt V, in einer U (Mt) den Aquivalenz- 
bedingungen und ist in %\% aquivalent V. Derselbe SchluB, der die Aqui- 
valenz der g, zeigte, liefert nun die Aquivalenz von V und VJ, in einer vollen 
Umgebung U, (M). 

AuBerdem setzen wir einiges als bekannt voraus, welches den Schnitt 
einer analytischen Fliche § mit stiickweise reellanalytischen .Mannigfaltig- 


keiten betrifft. Es handelt sich immer nur um singularitiatenfreie Teile von §. 
Im Text werden die Einzelheiten ohne weiteres klar werden. Vor allem kommt 


in Frage, daB diese Schnitte stets in endlich viele (auf $) zusammenhangende 
Teile zerlegt werden kénnen, die sich ohne Aufgabe des Zusammenhanges nicht 
erweitern lassen. 


Neue Formulierung des Satzes. 


% sei ein Normalbereich des R, mit dem Rande ft. Der Schnitt S von F 


und § soll zusammenhangen und ganz aus inneren §-Punkten bestehen; S soll 
sich nicht erweitern lassen, ohne den Zusammenhang zu verlieren. Ob auBer- 
dem weitere Schnitte von § und ® vorhanden sind, ist belanglos. Man kann 
nun eine U1, (Jt) und eine in U1, (RM) zulassige Verteilung Vs mit folgenden Eigen- 
schaften angeben: 1. Vg definiert in U, (Rt) genau ein Flachenstiick Fs € - 
2. Fs schneidet R genau in 8. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf 
man annehmen, daB ¥ nicht mit einer der vierdimensionalen Ebenen, die auf 
R liegen, identisch ist. Ferner mége S iiberall genau dreidimensional sein und 
Fs in zwei Teile zerlegen, die nur iiber § miteinander zusammenhangen. Wir 
verlangen nicht, daB die in 8 oder B gelegenen Teile von Fs je ein einziges 
Flachenstiick ausmachen. Es ist durchaus zugelassen, daB beide Teile in 


- 5) Vgl. 1), Satz 1, Folgerung C. 
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mehrere Stiicke zerfallen. Als Produkt V’ x V”’ der Verteilungen V’,V’ mit 
den Ortsfunktionen gp, gp werde die Verteilung mit den Ortsfunktionen 
Gp» = gp: gp bezeichnet. Die Behauptung laBt sich jetzt so aussprechen: 

Entweder fir € = 8; € = oder fir € = B; €C = gilt der 

Satz. Es gibt eine U, (R) und eine in Uy (MR) zuldssige Verteilung Vez. 
ferner eine in © zuléssige Ve und eine in © zuldssige Ve mit folgenden Eigen- 
schaften: 

l. Ve ist dquivalent zu Vg x Veg in ECO Uy (R); 

2. Ve ist dquivalent zu Vez in En Uy (R). 

Die Richtigkeit dieser Aussage wurde bereits fiir jeden schlichten, be- 
schrankten Regularititsbereich 8 bewiesen*). In diesem Falle ist © = $B; 
€ = und Vz, Vez sind die trivialen nullstellenfreien Verteilungen. — Jetzt 
muB zugelassen werden, daB das von S berandete Flachenstiick 8 noch in 
anderen Kontinuen schneidet. Die in € gelegenen Teile dieses Flachenstiickes 
werden durch V¢, die in € gelegenen durch V¢ dargestellt. Veg verbindet V¢ 
und Vz. Der Randstreifen <> ist durch Vs gegeben. 


Beweis des Satzes. 

I. Bezeichnungen: U-Bigen, R-Bigen, Zyklen. Beweisgang (vgl. die Skizze). 

Wir fixieren einen Punkt O auBerhalb 8 und bezeichnen die Oberflichen 
der Kugeln vom Radius r um O mit § (r), ihr AuBeres mit & (r), ihr Inneres 
mit ¥(r). Fir 7,<r< T, mége & (r) noch 8 schneiden. § (7) berithrt B 
dann von auBen, und es ist BC ¥ (7); BC A(T)). 

Sei T,< 7’ < T,. In U(r’) wird S in endlich viele zusammenhangende 
Stiicke zerfallen, die ,,%-Bégen“ A (r’). & (r’) schneidet S ebenfalls in endlich 
vielen Stiicken, den ,,§-Bégen“ K (r’). Sie sind im Gegensatz zu den A (r’) 
abgeschlossen. Eine Reihe von %-Bégen A(r r’) und §t-Bégen K (r r’) bildet 
cae Zyklus* Z Z (r’), wenn 1. ihre Vereinigungsmenge zusammenhaingt und 

2. diese E igenschaft verlorengeht, sobald weitere {- oder %-Bégen hinzutreten. 
Zwei A-Bégen A,, A, desselben Zyklus sind ,,benachbart**, wenn sie durch 
einen §-Bogen K,, verbunden werden: A, U Ky2U A, ist dann zusammen- 
hangend. Ist r’’ <r’, so ist jeder Zyklus Z (r’) in einem einzigen Y-Bogen 
A (r’’) enthalten. Wenn dagegen r’’ >’ ist und A, (r’) + A; (r’), so gehéren 
zwei Y- Bogen A, (r’’) A, (r’) und A, ge he A, (r’) sicher nicht zum gleichen 
Zyklus Z Z (r’). — Ein §t-Bogen kK (r’) hei®t .,isoliert’‘, wenn er allein einen 


Zyklus bildet. Die Grundmannigfaltigkeiten der A. K, Z werden. wie all- 
gemein festgesetzt, mit A, K, Z bezeichnet. 
Aus Satz B folgt unmittelbar: 


(*) Jedem S- Bogen K (r’) kann eine U, (K) und eine dort zulissige V ertei- 
lung Vx so zugeordnet werden, da gilt: 


1. Vr definiert in Ul, (K) genau ein Flachenstiick x C ¥. 
2. OK schneidet RO K (r’) innerhalb U, (K) genau in K (r’). 
3.x zerfallt in U(r’) nicht. sondern besteht dort aus einem Stiick § FKX- 


6) Vgl. +), Satz I*. 











428 W. Rorustern: 

4. Fay wird durch S in endlich viele Stiicke hy wee h zerschnitten, die lings 
U-Bégen aneinandergrenzen und bei richtiger Reihenfolge abwechselnd 8 und 8 
angehéren. Dadurch wird RB in einen ,,Streifen ox eingebettet. 

Der folgende Beweis verliuft so (vgl. die Skizze): & (7',) schneidet S nur 
in isolierten &-Bégen, A (7',)-Bégen gibt es nicht. Man zieht nun & {7,) auf 
R (r’) zusammen und setzt gleichzeitig % vom Rande S her ins Innere von 
& (T',) fort. Solange 7, — r’ klein ist, entsteht aus jedem &; (T.) ein Flachen- 
stiick OK, dessen Rand von einem einzigen Zyklus Z (r’) und auBerdem § (r’)- 
Punkten gebildet wird. Man zieht dann § (r’) weiter zusammen und setzt die 
vi, gleichzeitig so lange fort, wie das méglich ist. Dabei werden sich einige 


der zuniachst getrennten §x. zu einem einzigen Flachenstiick vereinigen. Die 
t 





aus der Vereinigung entstandenen Flachenstiicke sind i. a. nicht mehr 

auBer von den auf der Grenzflache & (r) gelegenen Randpunkten — von einem 
einzigen Zyklus begrenzt, sondern von mehreren Z(r). Die zum gleichen 
Flichenstiick gehérigen Z (r) fassen wir zu einer Zyklengruppe zusammen 
(vgl. Il). Es wird nun gezeigt, daB der skizzierte FortsetzungsprozeB nicht 
an einem r*>0O zum Stillstand kommen kann. Die Annahme, ein solches 
r* > 0 existiere, wird widerlegt. Dazu prizisieren wir in III die Eigenschaften 
von r*. Dann wird (IV—VI) die Fortsetzung bereits vorhandener Flachen- 
stiicke behandelt; es wird also angenommen, der ProzeB sei bereits im Gang. 
In IV werden die Flachenstiicke, die nach der Fortsetzung sich zu einem Fla- 
chenstiick vereinigen, durch Verteilungen dargestellt. Besonders wichtig sind 
die Abschnitte IV [2], [3], welche diese Darstellung erst erméglichen. In V 
erfolgt die Fortsetzung der Verteilungen, im wesentlichen also die Konstruktion 
des umfassenden Flachenstiicks. Man erhalt u. U. hierdurch zunichst ein zu 
rroBes Flachenstiick, das S-Stiicke im Innern enthalt. Diese stérenden Stiicke 
werden in VI herausgeschnitten. Geschaihe das nicht, so wiirde der Beweis 
von IV [2], [3] zusammenbrechen. VII endlich behandelt den bisher beiseite 
gelassenen Fall isolierter & (r*)-Bégen, aus denen neue Flachenstiicke ent- 
stehen. Damit wird gleichzeitig die Méglichkeit r* T. erfaBt; der Fort- 
setzungsprozeB kommt also tiberhaupt in Gang. 
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Die nebenstehende Skizze zeigt: 
a) die & (r*)-Zyklen Z, (r*) = {[A,], Ke, [Ag]}s Zp (r*) = {(Ag]}}; Zar) = 
- {K, (r*)}; Z. (r*) = - (R}. Die letzten beiden sind isolierte & (r*)-Bégen, 
(vgl. I); 
b) die Gruppen 9%, (r*) = ((Ai), [As]}; Je (r*) aa {{As]}}; 
c) die Gruppen G, (r*) = ={9,, K Jo Ky}; Ge (r*) ={K,} (Vgl. II—1V). 
Die beiden Flachenstiicke § Fe, %o, werden bei der Fortsetzung verschmolzen 


zum Flachenstiick Fo. wey, welches sich aus den einfach schraffierten Teilen 
zusammensetzt. Die Fortsetzung liefert zunichst auBerdem noch das doppelt- 
schraffierte Stiick. Dieses wird zum Schlu8 herausgeschnitten (vgl. V, VI). 
Der aus G(r *) entstehenden Gruppe G, (r**) entspricht das (punktierte) 
Flaichenstiick ¥@,¢re*) (vgl. VII). 


& (r*)-Bégen bilden natiirlich auch z. B. die Randpunkte von A, (r*). Sie 
sind nicht besonders bezeichnet. 


Alle Zyklen Z (r**) sind abgeschlossene % (r**)-Bégen. 


Il. Einteilung der Zyklen in Gruppen. 
Z (r’) sei ein Zyklus in Y (r’). Ist r’’ < r’ geniigend nahe an 1’, so bildet 
der abgeschlossene Bogen [A (r’ "ys dem Z (r’) angehort, allein einen Zyklus 
Z (r’). Da es nur endlich viele Z (r’) gibt, kann ein fir alle Z (r’) gleichzeitig 


brauchbares r’’ < r’ fixiert werden. Es mége so groB sein, daB jeder Bogen 
A (r’’) wenigstens einen (und dann genau einen) Zyklus Z (r’) enthalt. Die 
Zuordnung Z (r') + A (r’’) ist dann ein-eindeutig. 


Angenommen, es sei méglich, die Z (r ) so auf elementefremde ,,Zyklen- 

teat n“ G(r”) au verteilen, da8 drei Bedingungen erfillt sind: 
Jeder Zy klus Z (r’’) gehort genau einer G(r r’’) an. 

: Iu jeder G (r’’) gibt es ein beschrinktes singularititenfreies ¥-Stiick 
Paha dessen Rand in Y(r’’) genau aus den Zyklen der Gruppe besteht. 
er anderen Randpunkte von Fee) miissen also auf St (r’’) liegen. 

Jeder Zyklus Z ( (r’’) enthalt nur f-andpunkte der Four’) 
ot Inneren der § oa (r’) gibt es also keinen Z (r’’)-Punkt. 


G (r’’) und ¥ SG(r’) entsprechen einander dann ein-eindeutig. Da die Zu- 


ordnung Z (r’’) -Z (r’) umkehrbar eindeutig ist, ubertrigt sich die Gruppen- 
einteilung auf ‘ Z (r’) ungeandert. Wir setzen G (r’) lim G(r’) (r” < 1’). 
r’—>r’ 


Die ¥ecr") kénnen in YW (r’) zerfallen, so daB einer G(r’) unter Umstianden 
mehrere Flachenstiicke zuzuordnen’ sind. eben der  Durchschnitt 


au") OU (r’) = Few). Das kann jedoch nur fiir endliche viele r’ eintreten. 


Ill. Klasseneinteilung der r. 
Nun werde we her angenommen, bei dem festen Wert r’ sei die Existenz 
der Fo u(r’) fiir alle Z (r’) gesichert. Mit anderen Worten: Die Aufte ilung simt- 
icher Z (r’) in zyklenfremde Gruppen Gir ’), denen ein-eindeutig die Gg) zu- 
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geordnet sind, sei méglich. Dann gehére r’ zur ,,Klasse M“. SchlieBlich 
sollen noch die Fev bei abnehmendem r’ stetig wachsen. Das bedeutet: 
Ist ro < r; und gehéren 2,1 r; zu M, so soll es zu jeder Gruppe G (rj) eine Gruppe 
G (re) so geben, daB die Z (rj) aus G (rj) in den Zyklen von G (r3) enthalten 
sind und ¥err,’) Faw.) ist. — Zu M sollen ferner alle r > T, gehdren. Die 
Klasse N enthalte alle iibrigen r > 0. Entweder N ist leer, oder die Klassen- 
einteilung definiert ein r* = [M/N]; im zweiten Fall muB offenbar r* in N 
liegen. Die Behauptung des Satzes ]4Bt sich nun so formulieren: 

N ist leer; r* existiert also nicht. 

Hieraus folgt in der Tat sofort der Satz. Denn fiir r’ > 7, gibt es nur einen 
W-Bogen, namlich S selbst. Es muB infolgedessen ein von S berandetes be- 
schranktes Flachenstiick e. geben, dessen einziger wesentlicher Randpunkt 
méglicherweise 0 sein kénnte. Da es aber isolierte wesentliche Randpunkte 
nicht gibt, ist s. vollig singularitatenfrei. 

Es ist gut, die Eigenschaften der Elemente von © zu priazisieren. Zu M 
gehéren auBer den r’ > 7, noch genau diejenigen 7’, zu denen es ein r’’ < r’ 
mit folgenden Eigenschaften gibt: 

Jeder Zyklus Z (r’’) ist ein abgeschlossener A-Bogen [A (r’’)| und ent- 
halt genau einen Zyklus Zi(r'). Die Zuordnung Z (r’) - Z (r’") = [A (r’’)] ist 
also ein-eindeutig. Das ist selbstverstindlich fiir jedes Paar r’’ <r’ erfiillt, wenn 
nur 7’ — r’’ geniigend klein ist. 

2. Die Zyklen Z (r’’) lassen sich so auf Gruppen G(r’) verteilen, daB: 

x) jeder Zyklus in genau einer Gruppe vertreten ist und 

B) jeder G(r’) eindeutig ein Flichenstiick Sow" x zugeordnet ist, wel- 
ches folgendermaBen definiert wird: 

R (r’’) sei der gemeinsame Teil des Randes von 8 4 Y (r’’) und Bn (r’’). 
Sowohl 8 4 (r’’) als auch 8 4 YW (r’”’) kénnen sich aus endlich vielen Be- 
reichen zusammensetzen. — Es gibt nun eine UL, {ft (r’’)} (e = e (r’’)) und eine 
dort zulassige View’) Vg, die G (r’’) genau darstellt. (Einbetten der 
G. Zyklen in %-Streifen.) Weiter gibt es entweder fiir € (r’’) = BAYA (r”); 
E (r”’) =BAUA(r”) oder fiir ¢ (r’’) = BAN (r’): E(r”) =BaYy (r’’) je 
eine zulissige V¢ in € (r”); Ve in € (r’’) und Veg in U, {R (r’”’)}, fiir welche 
Ve aquivalent Vg~) x Vee in CO U,; VE dquivalent Vez in CNX NU, ist. 
Wir sagen kurz: Ger") liegt in B“, wenn € BOW (r’’) und ee liegt 
in BS, wenn € = BOA (r’) ist. 

y) kein Z (r’’) innere Punkte eines der Fou) enthalt. 

3. Liegen rj > ro in M, so gehort zu jeder G (rj) genau eine ,,umfassende* 
G (rs); jeder Zyklus von G (rj) ist Bestandteil eines Zyklus von G (rs). Fir 
beide Gruppen ist entweder gleichzeitig € (r;') = BAU (ri') und C(r2) = 

B \ W (re') oder gleichzeitig C (ri) =B AU (ri’) und Crs) = BAU (72). 
SchlieBlich sind die zu G (ry’) etiidinn Vg, Ve, Ve, Vee Teiler der zu G (rz) 
gehorigen. 

Man beachte, daB fiir r’ > r* im allgemeinen ¢ (r’’) > 0 streben wird. 
las ist sicher dann der Fall, wenn zwei U-Bégen [A, (r*)| und [A, (r*)] auf 
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R (r*) zusammenhingen, aber in Y(r’)(r’>r*) in verschiedenen Gruppen 
liegen. 
IV. Die Gruppen 9 (r*) und G (r*). 

[1] Es soll gezeigt werden: Wenn r* existiert, so muB es notwendig zu M 
gehoren. (Das steht aber im Widerspruch dazu, daB r* — wenn es existiert - 
in N liegt.) Dieser Nachweis verlangt die Existenz eines r** < r* und eines 
e > 0, so daB fiir jeden Zyklus Z (r*) die Bedingungen 1. bis 3. (mit r*, r** 
statt r’, r’’) erfallt sind. 1. gilt fiir alle r’ (T,<r’ < 7T,). Weiter sieht man 
sofort, daB die Gruppeneinteilung fiir alle r’ > 7* gleichbleibt, sobald nur 
r’ — r* geniigend klein ist. Durch @ (r*) = lim G (r’) (r’ > r*) wird daher vollig 


r’—+r* 
eindeutig eine Einteilung der Y-Boégen [A (r*)] erklart; zu jeder g (r*) gehért 
ein durch ce) = lim Fey) erklartes Flichenstiick. Diese 9 (r*) stimmen 
r—>r* 


im allgemeinen durchaus noch nicht mit den Gruppen G (r*) tiberein, welche 
aus den in 2. postulierten G (r**) (r** <-r*) durch Grenziibergang hervor- 
gehen. Die G (r*) werden folgendermaBen gebildet: Alle und nur diejenigen 
g (r*) gehéren einer G (r*) an, welche sich zu einer Kette i (7*), - « «+ Gs (7"*) 
anordnen lassen, bei der J, und 9, +; tiber einen Zyklus Zir*) zusammenhiangen. 
G (r*) besteht dann aus den Z(r*), die an den 7, (r*) beteiligt sind und méglicher- 
weise noch isolierten §-Bégen K (r*). Es sei r** < r*, Aus G (r*) wird in 
YW (r**) die Gruppe G (r**). Wenn 2. erfiillbar ist, so gehért zu G (r**) ein 
singularitatenfreies Flachenstiick Faery, welches die Faure) enthalten muB. 
Dies ist natiirlich nur dann méglich, wenn die Sacre) entweder alle ,,in 8“ 


oder alle ,,in B“ liegen (vgl. III 2.). Diese fiir das Gelingen des Beweises ent- 
scheidende Tatsache mége zuniichst bewiesen werden. 


[2] Es geniigt offenbar, den Nachweis fiir zu ben achbarten W-Boégen A, (r*), 
A, (r*) gehérige Flichenstiicke F. Be zu fihren. K,2(r r*) sei ein sie verbin- 
dender &-Bogen. Man bette nun K. (r*) gemaB (*) in einen Streifen Fx = 
= (V; = 0) ein. ¥ x besteht in 2 (r* ) aus einem Stiick Faas. Durch S wird 
Fay in endlich viele Teile hy is 7 zerschnitten. Es ist 1 => 2 (vgl. unten). 
Die Numerierung sei so gewiihlt, daB die 7, in der angegebenen Reihenfolge 
(lings &-Bégen) aneinandergrenzen und infolgedessen abwechselnd 8 und B 
angehéren. Da nun laut Voraussetzung (vgl. III 2.) jeder U-Bogen A (r*) 
zum Rand genau eines Flachenstiickes Faces) gehért und sicher nicht im In- 
neren eines solchen Flachenstiickes liegt, so folgt: Liegt h im Inneren eines 
_— so gibt es kein Seer) > fag; und umgekehrt: Liegt f, nicht im Inneren 
wenigstens eines Fours so gibt es sicher ein ¥gire) > hot — Daher missen 
alle Sacre) welche eines der h enthalten, entweder zugleich , in B* oder zu- 
gleich ,,in 8‘ liegen. Das gilt insbesondere fir § Fi, Fe, die beide notwendig 
je ein h enthalten. Denn A, U Ku A, haingt zusammen. _Liegen z. B. oh 
und Se in 8“ und ist P ein gemeinsamer Punkt von Ky und [A,], und & ein P 
definierendes ‘oor kleines %-Element, so gehort EANBOY (r*) zugleich 
zu $y und Fe: \B OU (r*) gehért ganz zu Fe wenn P nicht in [A,] liegt. 
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Sonst hat es wenigstens ein vierdimensionales Stiick mit Fo gemeinsam. Gleich- 
zeitig folgt 1 >j 2. — Die angegebene unerlaBliche Bedingung ist also erfiillt. 

[3] Die fir iene angestellten Uberlegungen lassen sich auch fiir die tibrigen 
an den g, beteiligten &-Bégen durchfiihren. K, (r*) sei ein nicht-isolierter 
R-Bogen aus G (r*). Er gehért also zu einer der |g,] oder zu einem ihrer Ver- 
bindungszyklen. Man bette K, in einen Streifen Fx, ein. Da K, nicht isoliert 
ist, muB Fx, x sicher ein Stiick der 3, enthalten. Man schlieBt wie oben weiter: 
Liegen die S06 »in B* (bzw. ,,in B), so besteht Fx,.4 VB (bzw. Fx,x 0B) 
nur aus §,,-Stiicken; umgekehrt hat Fx. \B (baw. Fx, 0B) keinen Punkt 
mit den 8a, gemeinsam’). 

[4] Damit wird die am SchluB von III angedeutete Schwierigkeit 
(lim e (r’’) = 0) wie folgt iiberwunden. Um AnschluB an die friiheren Bezeichnun- 


r—r* 

gen zu bekommen, setzen wir € (r*) = 8 4 Y (r*); E (r*) = BOA (r*) oder 
€ (r*) = BAU (r*); C (r*) = BOA (r*). Nach [2] gehért zu allen 0, das- 
selbe € (r*). In € (r*) werden die S00 durch eine zulissige V ¢,-+) dargestellt. 
Nach [3] gibt es nun eine U, { K,(r*)}, so daB Vx, in U, {K,} \ € (r*) Teiler ist 
von V¢ +). Entsprechendes gilt fiir alle -Bégen K; (r*), die zu Zyklen Z (r*) 
gehéren, welche an den @, (r*) beteiligt sind. Zu jedem Punkt R auf ft (r*) 
gibt es also eine Up, so daB in Uy € (r*) das Produkt der Vx. Teiler ist 
von Ves). Aquivalenz braucht nicht zu bestehen®). Denn U1, kann noch Stiicke 
der Se, enthalten, die innerhalb Up, ~ & (r*) nicht mit dem Rande von 30, zu- 
sammenhingen. Diese Stiicke werden ganz im Inneren desjenigen Flaichen- 
stiickes Forres) liegen, in welches bei der Fortsetzung die§,, eingebettet werden. 
Sie werden (in der friiheren Bezeichnung) dargestellt durch eine V ¢€ +), welche 
jedenfalls in Up UH (r*) zulassig ist. Das Produkt Vey) x IT Vx, ist dann 
in Up € (r*) aquivalent Veg). SchlieBlich werden die in € (r*) gelegenen 
inneren Teile der S00 vollstandig durch eine in € (r*) zulassige Verteilung Veie) 
erfaBt, welche sich an V¢ r+) anschlieBt. Zusammenfassend hat man: 

Die Gruppen g, (r*), und nur sie mégen zu einer Gruppe G (r*) gehdéren; 
sie sollen also eine Kette bilden, deren Glieder iber Zyklen Z (r*) miteinander 
zusammenhingen. — Dann gibt es eine U, {MR (r*)}, eine dort zulassige V y;rs), 
eine in U, OY (r*) zulassige Vee), ferner eine in € (r*) zulissige V¢ is) 
und eine in € (r*) zulassige Ve we), so daB gilt: Ve +) aquivalent Vegi) 
in U, 0 € (r*); Vege) aquivalent Vay) x Vegue) in U, A C (r*). Hier stellt 
Vere) die in © (r*) gelegenen Teile, VZ 7+) die in € (r*) gelegenen Teile der 30, 


und V4 r+) die Randstreifen der}, genau dar. V eF cre) Verbindet V ¢¢+) mit VE). 


V. Fortsetzung der Verteilungen auf die Kugeloberfliche 8 (r*). 
Jetzt handelt es sich darum, diese Verteilungen auf die Kugcloberflache 
& (r*) fortzusetzen. Sei 2 (r*) = [MR (r*)] \ K (r*), also die Gesamtheit der 
gemeinsamen Randpunkte von $ / & (r*) und BOY (r*) auf & (r*). 
”) R, ist nicht der gleichbezeichnete Bogen der Skizze. = 
*) R (r*) ist der Durchschnitt der Rander von 8 7) A (r*) und B > A (r*). 
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V owes) braucht nicht fortgesetzt zu werden; diese Verteilung ist bereits in 
Ll, {MR (r*)}, erst recht also in U, {L (r*)} zulissig erklart. 

V © Er) ist zulassig in U1, {R (r*)} \ U(r*), gestattet also nach Satz A Lokal- 
fortsetzungen (Up, gp) in alle Punkte R, die aut § (r*) im Inneren von U1, {Rt (r*)} 
liegen. Da Q (r*) abgeschlossen ist, bilden die (Up, gz) in einer vollen Um- 
gebung Ul {2 (r*)} eine zulissige Verteilung V&@ E+), welche in 11 { (r*)} OU (r*) 
aiquivalent Vg Eis) ist (Satz C). 

V cre) ist in €(r*) zulassig und in U,{L (r*)} -\ € (r*) aquivalent V ¢ Er) » 

Voce). Sei N (r*) der auf KL (r*) gelegene Teil des Randes von € (r*). In 
allen Punkten R von ® (r*) existieren Lokalfortsetzungen (Up, g,). Auf 2 (r*) 
nehme men die Ortsfunktionen von V & & r+) Md grt) In einer vollen Umgebung 
U{M (r*)} bilden die (Up, gp) eine zulissige V E+), welche in U1 {MN (r*)} ~\ C (r*) 
2u Voce in W{N} OU {QW} zu Veer) X Vogue) Aquivalent ist. 

Entsprechend la8t V& i+) sich in alle Punkte von [® (r*) ] fortsetzen:; hier ist 
RN (r*) = {K (r*) — N (r*)}. So ergibt sich eine V erteilung VG), die in einer 
vollen mak U{[MN]} zulassig, in C (r*) 0 U{[N]} aquivalent VE», und 
in U {[M]} A UW {Q} Aquivalent VEE w+) ist. 

SchlieBlich sind die bisher noch nicht vollstindig erfaBten (zu den Ver- 
bindungszyklen der g,(r) gehérigen) &-Bégen K (r*) zu beriicksichtigen. Sie 
werden durch Verteilungen V, dargestellt, die sich den Vy ,+) anschlieBen, 
ohne die Aquivalenz zu stéren. Denn sie sind in 11 {2} Teiler von Voi). So- 
weit diese K (r*) auf dem Rande von € (r*) verlaufen, sind die V; in € (r*) 
Teiler von Vg). Denn die Sry schneiden € (r*) nur in Stiicken der 0, (r*) 
(vgl. 1V, [3]). Man braucht also im folgenden (fiir r** < r*) V, in U,{® (r**)} 
nur zu definieren als die Verteilung, welche dort saimtliche an den g, (r*) be- 
teiligten Z (r**) (d. h. genauer: die zugehorigen %-Streifen) genau darstellt; 
dann kann man zusammenfassend feststellen 

Es sei r** < r* und r* — r** hinreichend klein. St (r**) sei der gemeinsame 
leil des Randes von 8 -\ YU (r**) und Bo A (r**). Entweder fir € (r**) = 

Bw (r**); EC (r**) = BOA (r**) oder fir C (r**) = BOA (r**); 
€ (r**) = BVA (r**) gibt es eine U, {R (r**)} und Verteilungen V,, V¢~E in 
U.: Vein ©; Vein C, so daB gilt: Ve aiquivalent V, x Veg in U,\ C; Ve 
aquivalent V¢g in U, > €. Durch diese Verteilungen werden in % (r*) genau 
die ¥g (r+) dargestellt. 


VI. Die Gruppe G (r**) und das Flichenstiiek §@ ,,««). 

Die eben konstruierten Verteilungen entsprechen noch nicht genau der 
(iruppe G (r**). in welcher die g, (r*) sich vereinigen. Das entsprechende 
Flachenstiick, es mége =e heiBen, ist zwar algebraisch und hat in A (r*) genau 
die g, als Rand. Aber yr* enthalt im Inneren méglicherweise noch gewisse 
Zr ‘**) die isolierte R- Bégen K’ (r*) enthalten. In allen diesen Fillen schheide 
man die iiberfliissigen Teile von eae die also von den betreffenden § (7*)- 
Bégen begrenzt werden und in € (r**) liegen, heraus (vgl. die Skizze). Ent 
sprechend ist die Verteilung V¢@ zu reduzieren. Die Verteilung V, ist zu er- 
yanzen zur Verteilung Vgge+) = V, « I! VK Das nun entstandene Flachen- 


stiick Fy, aes) entspricht genau der Gruppe G (r**), welche sich zusammensetzt 
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aus allen Zyklen Z (r**), die an den @, (r*) beteiligt sind, und denjenigen Zyk- 
len Z’ (r**), welche isolierte R-Bégen RK’ (r*) enthalten. Fer) hat in W (r**) 
wie gefordert, nur &-Bégen A (r**) als Rand, und kein %-Bogen A (r**) liegt 
innerhalb Fawr) (vgl. Beweis zu IV [2], [3)). 

Damit sind diejenigen Flachenstiicke | volistandig erledigt, die iiber- 
haupt innere Punkte in & (r*) aufweisen. 


VII. Isolierte R (r*)-Bagen, die neue Gruppen G(r**) erzeugen. 

Bisher noch nicht erfaBt wurden diejenigen ¢,;++), welche bei der Fort- 
setzung ins Innere von § (r*) neu entstehen. Die zugehdérigen G (r**) enthalten 
nur einen einzigen Zyklus Z (r**), der aus einem isolierten & (r*)-Bogen ent- 
steht, und zwar dann, wenn dieser & (r*)-Bogen noch nicht zum Rande eines 
der Xoo) gehort. Im Falle r* = T, gibt es nur derartige isolierte & (r*)-Bégen; 
denn bei r* = 7’, beginnt ja die Konstruktion der Flachenstiicke tiberhaupt 
erst. 

Jeden solchen Bogen K (r*) bette man gemab (*) in einen Streifen are ein. 
Wieder bildet der i in UW (r*) gelegene Teil von x ein einziges Flachenstiick y Kx 
Und zwar gehért ¥ + x vollstindig entweder zu 8 oder zu $. Denn wiirde ¥ x x 
durch S in mehrere Teile zerschnitten, so kénnte K (r*) nicht isoliert sein. 
Man setze nun im folgenden € = 8 OY (r**); EC =B OU (r**), wenn Fx x 
in B, und € = BU (r**); € =B OU (r**), wenn % 4 in 8 liegt. Der in € 
gelegene Teil § oK6 von % schneidet dann % (r*) nicht; es gibt ein r**, so daB 


die nicht zu S gehérigen Randpunkte von ¥,¢ samtlich in 3 (r**) liegen. 
Nun braucht man nur zu setzen: 


Ve=Vrwr; Vewes)= Vgws) und Ve=Vog={gp= lh}. 
Dann sind alle Bedingungen erfiillt. 
Damit haben wir das Ergebnis: Wenn r* existiert, so gibt es auch ein r** 
welches den Bedingungen III 1. — 3. geniigt. Dann muB r* also zu M gehoren. 
Das ist jedoch unmdglich. Also ist N leer. 


(Eingegangen am 30. Marz 
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